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كهيد 

يعتمد القسم الثالث من كتاب ١‏ التوابع ذات متغيّر واحد » على نفس 
الباديء التي انطلق منها القسمان اللذان سبق نشرهما وقد عبرنا على هذه 
المباديء في مقدمة الجزء الاول. ان ترقيم فصول هذا القسم ( من12 الى. 
6) يتلو ترقيم الجزء الارل (من 1 الى 11). 

يلعب الفصل 12 ١‏ البنيات الاساسية للتحليل » الدور الرئيسي في هذا 
القسم الثالث. فقد اعتبرنا في هذا الفصل الفضاءات الشعاعية والفضاءات 
المترية (خلافا لما ورد في الفصل 3 من القسم الاول. فإننا اتخذنا هنا 
فضاءات تابعية بدل محموعات نقاط من فضاء ذي بعد منته) والفضاءات 
'النظمية والجبور التنظيمية واخيرا الفضاءات الميلبرتية. طبقت الجبور 
التنظيمية على نظرية المؤثرات الخطية في فضاء نظيمي؛ وبصفة خاصة فإن 
«الحساب الؤثري» للتوابع التحليلية في جبر نظيمي المطبق على جبر 
المؤثرات الخطية يؤدي الى نظريات من نمط متناوبة فريدولم. كا ان 
دراسة الفضاء الشعاعي النظيمي المؤلف من التتاليات المحدودة وفضاء 
التابعيات على الفضاء السالف الذكر مرتبطة بمفهومي النهاية المعممة والجمع 
المعمم للسلاسل. 

قدمنا في الفصل 13 «المعادلات التفاضلية » النظريات الرئيسية الخاصة 
بحلول المعادلات التفاضلية المعتادة من اجل التوابع ذات القم المنتمية الى 
فضاء نظيمي. إن حل معادلة خطية ذات معامل مؤثري ثابت يكتب على 
شكل تابع اسي لمؤثر؛ عندما نكتب صراحة هذا التابع نمحصل على دساتير 
تعطى حلول معادلة خطية ذات معاملات ثابتة او جملة معادلات من هذا 
النمط او معادلة من رتبة عالية. انشأنا فیا يخص العادلات الخطية ذات 


المعاملات المؤثرية المتغيرة طريقة تغيير (او تغيّر) الثابت اما الفصل 14 
« النشور المتعامدة» فيهتم اساسا بسلاسل فوري. کا يعتبر اغاطا مختلفة 
لتقارب وقابلية ا جمع هذه السلاسل. ش 

يتناول الفصل 15 « تحويل فوري» الى جانب النظرية الحقيقية المعتادة» 
مسائل مرتبطة بالساحة العقدية وبصفة خاصة تحويل لابلاس. 

نعرض في الفصل 16 « المنحنيات الايسرية » 6 الا اه في فضاء 
متعد د الابعاد . 

هذا وتوجد عقب كل عرض (فصل) سلسلة تمارين كا هو الحال في 
القسمين الاول والثاني ؛ علما اننا نجد اجوبة واشارات الى حلول هذه الهارين 
ف نهاية الكتاب. 


المؤلف 


هكذاء وبېذه التعديلات التي لابد 
منهاء يمكننا ان ندرك اكثر الحياة 
الداخلية للرياضيات وما يشكل. في آن 
واحد» وحدتها وتنوعها مثل ذلك مثل 
حي كبير تبعثرت وتكائرت ضواحيه 
بشکل فو توي عل الساخه الخ ب 
في حين ان الرکز يعاد بناؤه بصفة 
دورية» ويتم هذا البناء في كل مرة وفق 
خطط اكثر وضوحا وجالا ووفق ترتيب 
اكثر عظمة ومهابة فيهدم الاحياء العتيقة 
بازقتها الضيقة المضلة ليفتح شوارع 
تتزايد استقامة وعرضا وجودة تؤدي 
الى تلك الضواحي. 

ن. بورباكي «معارية الرياضيات» 
Bourbaki (1938)‏ 


القسم الثالث 


فصول مختارة من التحليل الحديث 


الفصل 12 
البنيات الاساسية للتحليل 


هيلبرت. هو هذا اذن؛ انا اذكره 
بطبيعة الحال» كان تلميذي ايامها. 
اصبح بعد ذلك شاعرا : بالطبع » لم يكن 
له من الاوهام والخيال ما يكفي 
للإنشغال بالرياضيات. 


تكلمنا قبل الآن في البنيات الرياضية (8 5.2). لنتكام عنها مرة ثانية 
بايجاز قاصدين وراء ذلك البنيات التي تظهر في التحليل. إن عناصر التحليل 
الرياضي هي الاعداد والتوابع والعمليات على هذه الاعداد والتوابع من وجهة 
النظر الاكثر عمومية فإن الروابط الموجودة بين تلك العناصر يأقي وصفها في 
نظرية المجموعات. إذ ان الأعداد والتوابع تشكل مجموعات متنوعة إن علاقات 
الاحتواء وعمليات الاتحاد والتقاطع والإنتقال الى المتمم تسمح كلها بوصف 
بعض الخواص العامة هذه المجموعات. إننا نصل الى بنيات اساسية للتحليل 
بفرض على هذه المجموعات» شروط اضافية تكتب في شكل جلة من 
المسلمات تتاثى مع بعض الخاصيات او العمليات المستعملة في التحليل الرياضي 
القدم (الكلاسيكي). وهكذا ظهرت البنيات الرياضية التالية: 
الفضاء الشعاعي حيث نضع العمليتين الخطيتين وها جع العناصر وضرب 
عنصر في عدد على شكل مسلرات؛ الفضاء المتري حيث نضع بواسطة مفهوم 
المسافة عملية الانتقال الى النهاية على شكل مسلات؛ الفضاء الشعاعى النظيمى 
( لباناخ B88‏ ) حيث نعتبر العمليتين الخطيتين وكذا الانتقال الى 
النهاية» الجبر النظيمي حيث نضيف الى العمليتين المذكورتين عملية ضرب 
العناصر فیا بينها ؛ الفضاء الميلبرتي حيث نضع مفهوم الجداء السلمي في شكل 
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مسلمات وهو الامر الذي يسمح ليس بالعمل باطوال الاشعة فحسب بل ايضا 
بالزوايا التي تشكلها هذه الاشعة؛ اخيراً عندما نريد ان يكون عدد الابعاد 
منتهياً فإننا نصل الى الفضاءات الشعاعية التآلفية (أي بدون مسافة). 
والتنظيمية واهيلبرتية (او الاقليدية) ذات الابعاد المنتهية توجد الى جانب 
البنيات الاساسية المذكورة كمية من البنيات الوسيطية التي نغض عنها الطرف 
الآن رغم اهميتها البالغة ( الفضاءات الطوبولوجية, الفضاءات المرتبة جزئياًء 
الخ). : 


هاهى تشكلة البنيات الاساسية التي سنقوم بدراستها بالتفصيل 


00-6 ار 


المجموعات 


و 


یرمز کل سهم سس استلزام اي انتقال من مفهوم س س الى مفهوم خاص. 


' 


الفضاءات الشعاعية النظيمية 





§ . الفضاءات الشعاعية!*) 
2 .11 ننثىء جملة سلات الفضاء الشعاعي انطلاقا من خاصيات الفضاء 
الحقيقى ذي + بعد +2 (16:2) لکن بدون الاخغذ بعين الاعتبار آلرمز 
الذي يستعمل الاحداثيات وبتعويض حقل الاعداد الحقيقية ۸ بحقل كيفى 1 
(22.1). على وجه التحديد فإن فضاء شعاعياكةعلى الحقل×هو تعريفا” 
لمجموعة اشياء ٠۰۰۰۰‏ # تسمى اشعة عرفنا عليها عملية الجمع وعملية 
الضرب في الاعداد (اعداذ الحقل ×) بحيث تتحقق المسلات التالية: 


| . + :«- :* +2 مها كان بم ولا في<# . 
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اب )وس +a‏ ې ي) مهه كان سي يدء د في ٤»‏ . 
ج . يوجد في × شعاع نرمز له ب © ( الشعاع المنعدم) بحيث” + 0 ع مها 
كان € e‏ . 
د ا هر شو ره بحيث 0 = اځ نه 
ر. #ه =e‏ ل )سن مها كان # .# في 12 و » في ۸ 
س «8 + سه = م (م بام)مها «a»: ۴6۴ jl‏ م في K‏ 
ص .2 = م.) مها كان » 3 12. 
ط. 08# = (دق)»ه مها كان3# × ره م في كر 

إذا كان الحقل ج هو حقل الاعداد الحقيقية ۸ يسمى الفضاء × فضاء 
شعاعيا حقيقياً ونرمز له هنا ب ۴ . إذا كان الحقل × هو حقل الاعداد 
شن سر الفا اف ا عدي رر و 
2 .1 . إن مسلات الجمع أ - د تكرار ل 12.1 الخاصة بالاعداد الحقيقية. 
ولذا فإن النتائج المستخلصة في 8 3.1 من مسلیات جع الاعداد الحقيقية 
قائمة في كل فضاء شعاعي: وحدانية الصفر. وحدانية النظير من اجل كل 
» 13 » وجود ووحدانية حل المعادلة 6 = 2 + م. وهو ما يضمن امكانية 
اعطاء تعريف سلم لعملية الطرح إن عملية ضرب عناصر فضاء شعاعي فيا 
بينها غير معرفة وعليه فإن تشابه المسلات د ط مع بعض مسلات ضرب 
الاعداد الحقيقية الواردة ضمن 22.1 تشابه مضل. ذلك هو السبب الذي 
يجعل بعض النظريات فقط من تلك التي وردت في 8 4.1 صالحة في حالة 
الفضاءات الشعاعية. القضايا التي تبقي قائمة. بدون تغيير يذكر في البرهان. 
هي التالية : 

. (القضية المائلة ل 74.1 أ). لدينا من اجل كل 3# 52 المساواة 
E‏ وها لسباع اع ل ارت ار وسو امن اذل 


۸ ٢ښه۹ر.۸۹9د2د209صص۱۱ح«ح٢ح«٢١ح٢ښزپلپددردرزتشسش۷ګګګګګ۶ګګ۳ګګګګ؟99۱9۱9۱ثگ'آننۀھۀلھڼ)ڼ)٨)ت۶تت‎ و٩‎ 


(« )لزيد من التفاصيل راجع [14]. 


5 في الطرف الايسر). 
ب . (القضية المائلة ل 74.1 ب). إذا کان 0 = ته فإن لدينا 0 = » أو 
.0= 2. 
ذلك أنه اذا کان .0 » فإن لدينا حسب 11.12» ص ط: 
0-0. = ہے2 ش 

ج. (القضية الماثئلة ل 94.1). لدينا من اجل كل « 3× الساواة 
۾ (4-) = ۾ 
2 .31 . امثلة في الفضاءات الشعاعية . نشير الى اربعة انواع من الفضاءات 
على حقل الاعداد الحقيقية ۴ : 

أ. الاعداد الحقيقية ذاتها مزودة بالعمليتين المعتادتين. 

ب . الفضاء الحقيقى ,۸ ذي البعد # (8 6.2) 

ج . الفضاء (8) 8 المؤلف من كل التوابع (ذات الق الحقيقية) المعرفة على 
جموعة ٤‏ مزودا بالعمليتين المعتادتين (الخاصتين بالتوابع العددية) الجمع 
والضرب في الاعداد الحقيقية (13.4 - ب). 

د . الفضاء (8) ۸ المؤلف من كل التوابع ذات الق الشعاعية ( من فضاء 
حقيقي 1) مزودا بعملية الجمع وعملية الضرب في الاعداد الحقيقية المعرفتين 
بطريقة طبيعية على التوابع ذات القم الشعاعية. 

(z ې‎ y) () = م‎ () + « )۵, (az) )۵ = سه‎ )۵ . 

إن كل مثال من الامثلة هذه تعمم لسابقة باستثناء الثال الاول. بتعويض . 
حقل الاعداد الحقيقية في الامثلة السابقة بحقل كيفي ۴ نحصل على اربعة امثلة 
من الفضاءات على الحقل ۸ . ش 

د. الحقل × ذاته. 

س . الفضاء ذو البعد « : نه على الحقل × . المؤلف من كل العناصر ذات 
الشكل (© )“٠ ٠٠٠,‏ المكوّن كل واحد منها من « عنصرا من الحقل 
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۸# نزود هذا الفضاء بعملية الجمع وعملية الضرب في الاعداد المعرفتين 
بالقاعدتين التاليتين : « 
Ên) - (eı + 0" ۰, n + Ên)‏ و (B1,‏ 4 )جه بب دو (as,‏ 
مه8 ,... Ê (@, ..., an) = (Ban,‏ 


ص . الفضاء (5) £ المؤلف من كل التوابع ذات القيم المنتمية الى الحقل كر 
والمعرفة على المجموعة ۴ , نزود (5) × بالعمليتين المعتادتين ( للتوابع ) الجمع 
والضرب في عدد. 
ط . الفضاء (2) × المؤلف من كل التوابع ذات القم الشعاعية ( لفضاء 1 ) 
والمعرفة على المجموعة 8 . نزود (5) × بالعمليتين الطبيعيتين ( للتوابع 
الشعاعية ) الجمع والضرب في عدد. 

لم يرد الفضاء الموالى في القائمة اعلاه لكنه ذو اهمية بالغة في التحليل: 
ع. الفضاء )۸ المؤلف من كل التوابع الحقيقية المستمرة المعرفة على 
فضاء متري 214 (*) 

لا يكن تعميم هذا الثال الى حالة التوابع ذات الق المنتمية الى حقل كيفي 
۴ لأن مفهوم الاستمرار لهذه التوابع غير معرف عموما (يتطلب استمرار 
تابع مسافة في الفضاء الذي يأخذ فيه هذا التابع قيمه؛ في حين اننا لم ندخل 
أية مسافة في حقل كيفي ۸ ). 

إننا لا نستطيع الآن تعمي المثال ع الآ الى الحالة التي تكون فيها التوابع 
ذات قم في الفضاء الحقيقي ذي البعد « : +4 حيث لدينا في آن واحد 
العمليتان الخطيتان ومفهوم الاستمرار (18.5): 
ف . الفضاء (/3) 85 المؤلف من كل التوابع المستمرة المعرفة على فضاء متري 
لل ذات القم في الفضاء الحقيقي .8 دي البعد # . 
ق . هناك حالة خاصة من المثال ف تجدر الاشارة اليها وهى الفضاء (/2) ۰ 
المؤلف من كل التوابع المستمرة على فضاء متري 14 ذات القم العقدية. 

سنعتبر اقتصاداً مفيداً للمثال ع ضمن 32 ب. 
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2 .41. أ نقول عن الاشعة ۰ .... ,وه من فضاء شعاعى × إنها غير 
مستقلة خطيا أو مرتبطة خطيا اذا وجدت في الحقل × ثوابت 


On‏ وه .. ٨۰‏ حقق: 
aa, = 0‏ حل , . . حك 0 (1) 


دون ان تكون كلها منعدمة. اما اذا استلزمت المساواة (1): 
0ح په = . . = وه فاننا نقول عن الاشعة <2 ٠٠٠:‏ ,ت إنها مستقلة خطيا 
ب . نقول إن فضاء شعاعيا ذو ابعاد # (أو ذو بعد # ) إذا وجد 2 شعاعا 
مستقلة خطيا وكان كل 1 + ” شعاعا غير مستقلة خطياً اذا وجد # شعاعاً 
مستقلة خطيا في فضاء × مها کان 2.٠‏ ,1 = #فإننا نقول إن الفضاء × ذو 
بعد غير منته 
ج. تسمى في فضاء ذي « بعدا × كل جموعة ” شعاعا مستقلة خطيا اساس 
ك1. إذا كان ٦۰۰٠ا‏ اساسا و « شعاعا كيفيا من الفضاء × فإن 
الاشعة 72 .... ../ ,نه هي حتا غير مستقلة خطيا وتوجد بالتالي ثوابت 
554 من × منها غير المنعدم تحقق: 

0 = يه ان اه همه 
زيادة على ذلك فإن 0 مه ولولاه لکانت الاشعة ۰٠.۰۰۰‏ / غير 
مستقلة خطيا. اذا قسمنا على ه٥‏ ووضعنا 0/٥‏ - = رم (حيث 
7 فصل على تفكيك (او تحليل) للشعاع # وفق الاساس 
و / 

Bh +... + Bah‏ ع م 


نلاحظ ان هذا التفكك وحيد (ولولاه لكانت الاشعة 1۸ ۰۹ ا غير 
د. إن الفضاء ذا البعد # م8 (16.2) فضاء شعاعي بعده # جفهوم 
التعريف السابق. بصفة خاصة فإن الاشعة: 
e, = (O, 0, ..., 1)‏ ,... ,)0 ,... ,0 اسوه 
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مستقلة خطيا بطبيعة الحال. في حين ان کل ل م شعاعا. 


=), ..., 2( 


( په 1 0 (anem,‏ ح يلا 
اشعة غير مستقلة خطباء وهو ما رايناه ضمن 2 کا ان الفضاء K+‏ 
(31.12 س) ذو # بعداً بمفهوم التعريف السابق. 
ر. لتكن 9 جموعة غير منتهية على الستقم العددي: ه>×>٥-‏ . نرمز ب 
P (0)‏ للفضاء الشعاعى الؤلف من كل كثرات الحدود: 
az"‏ عل . . . + ao + az‏ = )2( م (من كل الدرجات) المعرفة 
على 9 وذات معاملات منتمية الى حقل كيفى ۸ نزود هذا الفضاء بالعمليتين 
المعتادتين. إن الفضاء () 2 فضاء شعاعي على الحقل × . لنثبت ان التوابع 
# ,... ,2 ,1 مستقلة خطيا مها كان ” نفرض ان لدينا المساواة التالية 
فى © : ش 
غلى 0ت "ته عل ...+ نويج + ونه 
نعوض على التوالي بالق (الختلفة) ۰۰۰٨۰‏ .29 ورت مھ (من © ) 
فنحصل على جلة معادلات بالنسبة ل ت ٠٠٠‏ بهت 


ao سل‎ azo +... Fant =0, 
ao} az +... + امه‎ =0, 


هج عو يات O‏ لدي هس للد قرع #۷ IEEE‏ نه 


0= 7ه ...+ do Fan‏ 
التي ها معين غير منعدم (معين فاند موند Vandermonde‏ ). ومن : 


0= په = : . . = ب = هه وهو المطلوب. 
تن من التعريف المعطى في ب ان الفضاء ( ذو بعد غير منته 
س . لنثبت ان الفضاء (30) *©) 30) ۴ ) المؤلف من كل التوابع 
الحقيقية ( العقدية) المستمرة على فضاء متري غير منته 11 ذو بعد غير منته. 
نبحث من اجل كل .. . . ,2 ,1 = «عن » تابعا مستقلة خطيا في الفضاء 
4 86 . لتکن وأ ري وو نقاطا مختلفة من الفضاء 11 وليكن 
(9 1 و ونو ع 8 نعتبر تابعا مستمرا (2) ۾ = نس للمتغير الحقيقي 
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يساوي من اجل 0 = « و 0 من اجل| 2 | >/4. إن التابع 9 ,رم) م مستمر 
بالنسبة ل١  21.5(‏ ب) إذن فإن ا #) ١‏ © = () ب . مستمر ايضا 
بالنسبة ل : (51.5) إن التابع () ره يساوي حسب انشائه» 1 من اجل 
را = و 0 من اجل رع + ,1 .١‏ نفرض وجود العلاقة: 
)١ =0‏ رمه + ...+ ۵) at‏ 
وهذا على كل 77 . نضع في هذه العلاقة 2 - + فنحصل على 0= ره 
(: ...بلح( ) ومنه پأقي الاستقلال الخطي للتوابع .() ره 
ص . تسمى محموعة جزئية × ے £ فضاء جزئيا من الفضاء × إذا كان لدينا 
وده و ع سه مهما كان « ار لا في # ومهها كان العدد © 3 2 . 
يوجد في كل فضاء شعاعى × فضاءان جزئيان خاصان هما الفضاء المؤلف 
من العنصر الوحيد 0 د الفضاء الجزيئي المنعدم, والفضاء 1 نفسه. تسمى 
'باقي الفضاءات الجزئية من × الفضاءات الجزئية الذاتية 
ط . المجاميع المباشرة نقول عن فضاء 15 إنه جوع مباشر للفضاءات الجزئية 
سل .... ول من × اذا استطعنا من اجل كل 2 ر × ايجاد تفكيك: 
Ln.‏ € وه 2 نت a‏ = 
وكان هذا التفكيك وحيداً اي اذا كانت الكتابة: 
Ly‏ ع رلا برط © ره ولا z=u+... Fa =F...‏ )2( 
(حيث ۴ .... ,4= () تستلزم ول = په ,. ٠.‏ وول ح په 
يكن تعويض الشرط (2) الخاص بوحدانية كل عنصر 2ه بشرط ابسط 
منه وهو وحدانية تفكيك الصفر: إذا وجد تفكيك: 
Am € Lm.‏ د روط 6 وق ید اه 0 (3) 
فإن: 0 = پو ها دس وګن . 
وهكذا نرى بأن الفضاء 0 مموع مباشر ل ” فضاء بعد كل واحد منها 
يساوي 1. وهذه الفضاءات مولدة عن ” شعاعا كيفية مستقلة خطيا. كما 
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نستطيع وضع الفضاء ۴١‏ في شكل مجوع مباشر لقضاءات جزئية ابعادها 
تخالف 1 . ويتم ذلك بعدة طرق. نشير عموما انه يوجد من اجل كل فضاء 
جزئي ا د م# فضام جزيئي اخر 24 د م8 بحيك يعطي المجموع المباشر ل 
ا و 34 الفضاء »1 باكمله. 

إذا وضع فضاء شعاعي × في شكل مموع مباشر لفضاءات جزئية 
#۸ .... وه فإن كل فضاءين من هذه الفضاءات لا يشتركان الآ في شعاع 
واحد هو الشعاع المنعدم (54.2714). 1 
ع. فضاء النسبة. نقول عن عنصرين ± 2× و # 513 إنما متكافئان 
بالنسبة لفضاء جزئي 1د × إذا كان 1ع س - 2 . نرمز لعلاقة التکافؤ ب 
لاس او اوا . ش 

تسمى المجموعة × المؤلفة من كل العناصر لا المكافئة لعنصر معطى نت 
صف تكافؤ وفق المجموعة الجزيئية .15 او باختصار صفا يحوي الصف لا 
العنصر # نفسه» ويكون كل عنصرين من نفس الصف متكافئين ! اخيراً إذا 
كان 82 فإن 2 لا يكافيء اي عنصر ا د × . وبالتالي هناك احتالان لا 
الث لما إذا اعتبرنا صفين كيفيين: اما ان يکونا متطابقين واما ان يكون 
تقاطعها خالياً. 

. يمثل الفضاء 15 اتحاد الصفوف غير المتقاطعة مثنى مثنى . . . ,۷ ,× نرمز 
لمجموعة هذه الصفوف ب 12/2 » نعرف على المجموعة 1/2 عمليتين 
خطيتين على النحو التالي. ليكن × و ¥ صفين و» . 6 عددين؛ نريد 
تعريف الصف 8۷ + 0٤‏ = 7 نختار لهذا الغرض» بطريقة كيفية عنصرين 
5 م و 2۷ ل« ونبحث عن الصف 5 الذي يحوي العنصرآ8 + ده = 2 
نرمز للصف الطلوب ب 8۷ + ×» يكن البرهان على ان هذا الصف معرف 
ریق وران الفبلتن المدخلتين بېذه الطريقة تتمتعان بمسلمات 11.12 
إن صفر الفضاء 16/2 هو الصف الذي يحوي 0 من الفضاء × وهو بالتالي 
الفضاء الجزيئي 1 نفسه. اما نظير الصف فهو الصف المؤلف من العناصر 
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النظيرة لعناصر الصف × . يد القاريء براهين على كل هذه القضايا في 
[14 +2 .84 ]. ۰ 

يسمى الفضاء 12/5 الذي انشأناه آنفا فضاء النسبة للفضاء 5 وفق 
الفصاء الجزيئي 
ف . تماثلات الفضاءات الشعاعية ليكن × و ¥ فضاءين شعاعين على نفس 
الحقل .۸ . يسمى تطبيق (2) ه = من الفضاء XxX‏ في الفضاء ۷ للا (او 
مؤثرا خطياً) من الفضاء × في الفضاء ‏ إذا كانت المساواة التالية حققة من 
اجل كل عنصرين ,ند » ونه من الفضاء 7 ومن اجل كل عددين به ٠»‏ وت 


لن له 
2و (وz)‏ هوه + (و) ھی = (ونمويه حل يندره) ه 


إذا كان تمائل ه تطبيقا من الفضاء × على كل فضاء لا فإننا نقول انه 

تمائل غامر. وإن كان © تطبيقا ليس بالضرورة غامرا لكنه متباين يسمى ه 

تمائلا متبايناً. يسمى تمائل متباين من الفضاء × على كل الفضاء لا اي تطبيق 

متباين وغامر من × على لا يحتفظ بالعمليتين الخطيتين تشاكلا (طبقا 

للتعريف العام لتشاكل البنيات 2 .25 ). نرمز في معظم الاحيان لټائل © ب: 
X> Y.‏ :® 

إذا كان ×. فضاء جزئيا من فضاء ۷١‏ فان التطبيق ه الذي يصل كل عنصر 

7 بالعنصر ذاته بصفته عنصراً من ۷ تمائل متباين لا + × :۵ » اما 

التطبيق 'ه الذي يصل كل عنصر 27 ۲ بالصف لآ 3 ×/۲ الذي ينتمي 

اليه هذه العنصر 2 فهو تمائل غامر: للاج لا : 0 . 

نظرية. إن كل فضاء جرد ذي ” بعدا ۴٣‏ على حقل × متشاكل مع 

الفضاء ذي ۸ بعداً Kn‏ . 

البرهان . لتكن م( .. . . ,ب جل و مستقلة خطيا من الفضاء م1 . 
5 كن د عل ووه = 

من اجل « 15.3 » يوجد تمثيل : وأحيد حسب (ج) 

نصل الشعاع # بالشعاع (سه ٠...‏ ,»)= ل 3 Kn‏ . نحصل بذلك 
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على تقابل مګح مكا :هن يتفظل كا هو واضح» بالعمليتين الخطيتين اي 
انه تشاكل. 
مثال . A,‏ (حيث” >7 ) متشاكل مع س,8 . 
ق. الجداءات الديكارتية. إذا كان × ولا فضاءين شعاعين يمكننا تشكيل 
جدائها الديكارتي (۷ .)۶ (2 .28) المؤلف من كل الثنائيات الممكنة 
.) . 22× ون 83 . ندخل على الجداء الديكارتي العمليتين 
الخطيتين ٠‏ وفق الاحدائیات«: 

asla):‏ 1 ولوت موشونت حل (Za, Ya) = (Czy‏ ونه (Zu, Yi) ٣‏ ينت 

نتأكد بسهولة من ان السلیات 11.12 محققة. من البديبى ان الفضاء 

١ يحوي فضاءين جزئيين:‎ P (X, ¥) 

,}0 = شم J):‏ ه)) = X* = {(z, J): yJ =0}, Y¥*‏ 
متشاكلين ( ف) على التوالي مع الفضاءين × و لا . لدينا زيادة على ذلك من 
اجل کل عنصر (8,) 3 (¥ ,) 5 : 

(z, y) = (z. 0) ې‎ (O, 2 


إن التفكيك الاخير للعنصر (2:18) الى حدين منتميان على التوالي ل *× 
و *لا تفكيك وحيد ( حسب تعريف المع في (۲ ,)2 وكذا المساواة بين 
عناصر ((ل" ,×) 2 ). وهكذا فإن الجداء الديكارتي لفضاءين × و لا هو 
المجموع المباشر لفضاءيه الجزئيين *× و *لا المتشاكلين على التوالي مع × و 
١ ¥‏ 
2 .51 . المؤئرات الخطية 
أ. تسمى التاثلات الفضاءات الشعاعية في الاستدلالات التحليلية غالبا 
المؤثرات الخطية وهكذا فإن مؤثر خطياً من فضاء شعاعي × في فضاء 
شعاعى ۷ تطبيق لا > × :۸ يحقق الشرط: 

به وننشونت عل ونوت = Caza)‏ لل A (az‏ 
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+ = × نقول ان 4 مؤثر خطى فى الفضاء × 

هو بطبيعة الحال مؤثر خطي من # في ۷ يسمى المؤثر المنعدم. 
ج. إن المؤثر الذي يصل كل شعاع 2 2 × بالشعاع نفسه مؤثر خطي في × ؛ 
يسمى هذا المؤثر مؤثر الوحدة أو المؤثر الطابق ونرمز له ب 8. 
د. إن كان الفضاء ۷ وحيد البعد فإن كل مؤثر خطي 4 يسمى تابعية 
خطية. يستعمل هذا الاصطلاح خاصة في الحالة التى يكون فيها × فضاء 
بعده . غير منته؛ اما اذا كان البعد منتهيا فيغلب استعيال مصطلح « التابع 
الخطى ». 

ر. اذا وجد مؤثران خطيان ۸١‏ و ي4 من فضاء × في فضاء ٣‏ يمكننا 
تعريف جموعههما A,‏ ې A,‏ وجداء المؤثر A,‏ في علد 2 حسب القاعدة 


(A + Ag) z = Az + التالية : تیه‎ 
(A) z = a (Az); 


ونحصل في الحالتين على مؤثر خطي من × في ¥ . 
س . من اليسير الملاحظة بأن عملية جع المؤثرات وعملية ضربها في الاعداد 
تتمتعان بالمسلات 11.12 التي تحكم عمليتي الفضاء الشعاعي . وهكذا تشكل 
المجموعة ( .)سآ الؤلفة من كل المؤثرات الخطية من فضاء شعاعى × في 
فضاء شعاعي ل فضاء شعاعياً. نلاحظ ان صفر الفضاء ١(‏ ,06 1 هو المؤثر 
المنعدم (ب). 
ص . جداء المؤثرات. إذا كان 8 مؤثرا خطيا من فضاء × في فضاء لا 
وكان ۸ مؤثرا خطياً من الفضاء لا في فضاء 7 ( لكل هذه الفضاءات نفس 
الحقل ‏ ) فإن المؤثر ۸۰8 = 8 او باختصار ۸8 معرف كمؤثر من × في 2 
وفق الدستور: 

. Pz = (AB) z = A (Bz) 
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(اي ان المؤثر 8 يعمل على شعاع ږن عو ثم يتلوه المؤثر 4 الذي يعمل على 
النتيجة 8 وهو شعاع ينتمي للفضاء ۲ ). إن المؤثر المحصل عليه ۸8 = ۴ 
مؤثر خطى من × في 7 . لدينا العلاقات التالية: 
(AB) = (aA) B = A (aB)‏ « 
A (Bı + B„) = AB, + AB,,‏ 
B = A,B + A,B,‏ ږه + (A,‏ 
A (BC) = (AB) 0,‏ 


التي تعبر عن قوانين التجميع والتوزيع الخاصة بضرب المؤثرات يرمز » في 
هذه العلاقات لعدد کيفي من ؛ اما ۸4 ,۸ فهي مؤثرات من 
الفضاء لا في الفضاء 7ء و :8 ,8 ,8 مؤثرات من الفضاء × في الفضاء 
لا اما طرفا المساواة الاخيرة فها مؤثران من ۷ في 2. اذا رمزنا ب ×8 
(8) لمؤثر الوحدة في الفضاء (۲) × فإن لدينا ايضا المساواة التالية من 
اجل كل مؤثر 8 من × من لا: 
891-8 = 8,8 

يمكن ضرب المؤثرات في × في بعضها البعض باي ترتيب كان؛ ونحصل 
بعد هذه العملية على مؤثر في ×. لکن هذا الضرب ليس تبديليا عموما حيث 
نجد باعتبار بعض ثنائيات المؤثرات ۸" 8, ان 84 ع ۸8 . نبقى في حالة 
المؤثرات في × ونشير الى اننا نستطيع تعريف قوى مؤثر ^ في × : 

A = Ex, A =A, A = A-A, ..., تنكم‎ = AFA, ... 


ط . نستطيع ان نصل كل كثير حدود () م ذي معاملات منتمية للحقل 


: :K 

"له ش = رمام )1) 
وكل مؤثر 4 في الفضاء × « كثير حدود مؤئز»: 

"همه ش ‏ ره) م )2( 


وهو مؤثر خطي في الفضاء ×؛ اما جموع وجداء كثيرات حدود من الشكل 
)2( فيوافقان جموع وجداء كثيرات الحدود الموافقة للشكل (1). 
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ع. ليكن ۸ مؤثرا من فضاء ۷ في فضاء × و8مؤثرا من × في لا. عندئذ اذا 
كان ×۴ < 483 فإن المؤثر ۸ يسمى مقلوب المؤثر .8 من اليسار ويسمى 
المؤثر 8 مقلوب المؤثر ۸ من اليمين . إذا عمل المؤثر 8 في × فقد نجد من 
بين المؤثرات في .× مقلوبا ل 8 من اليسار ومقلوبا له من اليمين. إن كان 
لمؤثر مثل 8 مقلوب من اليسار ۸ ومقلوب من اليمين .© فإن هذين المؤثرين 
متطابقان: ‏ ش 
A = AEx = A (BC) = (AB) C = ExC = C‏ 

ينتج من المساواة السابقة ان كل مقلوب من اليسار (من اليمين) في هذه 
الحالة» للمؤثر 8 مطابق ل ۸ C=‏ . يسمى هذا المؤثر =٤‏ ۸ المعرف 
: بطريقة وحيدة مقلوب الؤثر 8 ونرمز له ب *8. 

نشير في حالة الفضاءات ذات الابعاد غير المنتهية انه توجد مؤثرات تقبل 
مقلوبا من اليسار ( وحتى جموعة غير منتهية من المقلوبات من اليسار المختلفة) 
ولا تقبل اي مقلوب من اليمين والعكس بالعكس . 
ف. لیکن 5 مؤثرا في فضاء ×. نقول عن فضاء جزيئى 2 × انه 
لامتغير بالمؤثر 4 اذا أدى 232 الى شف 3 × . ١‏ 
ق . نقول عن شعاع غير منعدم / 2× انه شعاع ذاتي لمؤثر ^ في الفضاء × 


إذا كان: 
Af =f )۸ 6 8‏ 


يسمى العدد ۸ قيمة ذاتية للمؤثر ۸ ملحقة بالشعاع الذاني + . من البديبي 
ساد او CN‏ 
الاشعة له حيث © 23. 
إن كل عبارة خطية لاشعة ذاتية للمؤثر 4 ملحقة بنفس القيمة الذاتية ^ 
تمثل ايضا شعاعا ذاتيا للمؤثر 4 الملحقةبنفس القيمة الذاتية 7 تشكل فضاء 
جزئيا في الفضاء × ؛ يسمى هذا الفضاء الفضاء الجزيئي الذاني للمؤثر ۸ 
الملحق بالقيمة الذاتية ۸ 
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س . إن الاشعة الذاتية مر ٠٠٠٠١‏ للمؤثر ۸ الملحقة على التوالي بالقم 
الذاتية المختلفة 38 ٠٠.‏ 30 مستقلة خطيا. ذلك اننا اذا فرضنا الارتباط 
الخطى ل « شعاعا ذاتيا فإننا نجد 0= ميه ٢‏ :.. + أب وبتطبيق 
المؤثر ۸ وازالة احد الاشعة يمكننا المرور الى الارتباط الخطي لعدد اصغر 
من الاشعة الذاتية» يسمح ذلك بتطبيق نفس الاستدلال بالتدريج. 

2 .61 . امثلة في المؤثرات الخطية في الفضاءات المحسوسة. 

أ. لتكن 4-٥٨٥‏ مصفوفة 7:7 (اي مصفوفة ذات ”7 سطراً و ” 
عمردا) مؤلفة من عناصر منتمية . نختار اساسا ...١ ٩٥‏ به في 
فضاء ذي ۸ بعد مک واساسا 17 ,... ,ا في فضاء ذي ” بعداً K۸‏ نصل 
کل شعاع هڅ لا مد ما اد دا سو د ك1 وفق القاعدة: 


و و4 عدو e‏ 


نحصل بهذه الطريقة على مؤثر خطي من الفضاء »× في الفضاء 
ب . في حالة «المستمر» نلاحظ ان المؤثر: 


وړ = Az (s)‏ = (ه) لا رو 


ماثل للمؤثر الوارد في الپال السابق. يرمز ۵):« هنا العنصر من الفضاء 
(۵ ,») *8 , اما 5.2) 4 فهو تابع حقيقي لتغيرين معرف من اجل 
مهه ؛ ههه ؛ وما ()« فهو تابع معرف من 
اجل شوه . نتأكد بسهولة من ان التابع () ل مستمر على 
له ,ها إن كان التابع 6,0 4 كذلك على الستطيل 4 > 5 يه . 
2-5412 . يكون المؤثر 4 في هذه الحالة "7و خطياً من الفضاء 
R* (a, b)‏ فى الفضاء 6,000 9 


يسمى المؤثر (1) مؤئسر فريدو)م ۳60٥0180‏ التكاملي. سنتناول 
بالتفصيل مؤثرات فريدولم ضمن 89.12.. 
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ج. هناك حالة خاصة من الوثر ب هو مؤثر المكاملة: 
:1 


1#) = ۱ بد‎ )6( 05, a<t<b 


في الفضاء (5 ,ه) ۸° : 
د . تقدم العمارة : b‏ 

dr‏ ات f(r)‏ [ -(ھ) م 
الفضاء (5 ,ه) 26 ش 
71.2 . المؤثرات الخطية في الفضاءات ذات الابعاد المنتهية. 
أ. نقدم هنا الشكل العام لمؤثر خطي 4 من فضاء ذي ” بعدا × في 
فضاء ذي ”7 بعدا سكة . ليكن په ...به اساسا في الفضاء مك1 و 
مأ ,. .. ,أ اه اساسا في الفضاء سک . بتطبيق المؤثر ۸ على الاشعة 


n‏ .م ,4 نخد 


Ae =aufi لمكو + ... عل‎ 
وعم‎ = aaj + يو‎ ٢ 


Aen = ani +... حا‎ 


حيث زرده اعداد من الحقل ۸٨‏ . 
وهكذا نلاحظ بعد تثبيت الاساسين ()1 و () في الفضاءين ما 
و سا ان المؤثر ل موصول بمصفوفة لا 2 : 


014 082 ث‎ ٠۰ din 


8م ا هه oa‏ اه یې 


dma «<. #2‏ 471 
يتألف هنا العمود ز من احداثيات الشعاع © ضمن الاساس 
f hh‏ 
ليکن الآن »ء25 =± شعاعا بي من مك وليكن: 
nfı € Kn‏ ن2 = Az‏ 


21 


7 n nm m n : لدينا‎ 
2 mf دهم ے‎ J) لا رمف‎ Ba لا‎ ajaf) = لا‎ ) ۷ anln) f 
1 ام یحو 1= وج‎ 


(2) n= بلح () شه لګ‎ ..., m) 
وبذلك ندرك ان ما قدم في الثال 61.12 - أ هو في الواقع الشکل العام‎ 
. لؤثر من لفضاءوم في سا‎ 

إذا عمل المؤثر اخطي 4 في .ل1 فإن ”= ” وتصبح المصفوفة 4 
مربعة . 

إذا طبق المؤثر الخطى كه ,× في :1 (فضاء وحيد البعد) فإن 
1= 7# وتأخذ الصفوفة 4 الشكل : 


|| جه ...وه a‏ || د A‏ 
يعمل المؤثر A‏ ف هذه الحالة وفق الدستور: 
مه د = Az‏ 
( بُصرح هنا باساس الفضاء ؛K‏ , المؤلف من شعاع واحد) ويمثل 


تابعا خطا: 
ب . تقابل الغمليات العرفة ضمن 51.12 ر ‏ س الخاصة بالمؤئرات الخطية 
عملية ممائلة على الصفوفات » ليكن © 647660 اساسا في فضاء × و 
ما ٠.‏ / اساسا في فضاء لا . إذا كان :4 وَ وى مؤثرين يطبقان< في لا 
فإنهما موصولان بالمصفوفتين ۱٥١١١‏ س 4 و ||'إه||- و4 على 
التوالي بحيث : 
ah Agej = 2 a (i=1, ...,#(‏ 3 = رA,6‏ 
لدينا من أجل کل به و مه في ۸ : 
(aay + aaa?) fi‏ = ره (aA, -F aA»)‏ 
أي ان المصفوفة || #إعينه + إإهب» |1 موصولة بالمؤثر الخطي : 
وشونه + به . وهكذا نرى اننا نحصل على المصفوفة الموصولة 
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بمجموع مؤثرات والمصفوفة الموصولة بجداء مؤثر في عدد بجمع مصفوفات 
المؤثرات «عنصرا عنصرا» وبضرب مصفوفة المؤثر في العدد المعتبر» على 
التوالي . 

ج. ينتج من ذلك أن الفضاء الشعاعي (سنَا ,1)۴۸ المؤلف من كل 
المؤثرات الخطية من فضاء ذي # بعدا ,5 في فضاء ذي ” بعداً مك1 
متشاكل مع الفضاء ذي 772 بعداً Kam‏ 


د . ننشىء المصفوفة الملحقة بجداء مؤثرين. نختار اساسا .© .... ٠٠‏ في 
الفضاء × واساسا ما .... ا في الفضاء لا واساسا £ ,... ,يم في 


الفضاء 2 . نفرض أن لدينا مؤثرا 8 من × في ¥ مصفوفته ۸ × 82 : 
|| ۱۱ = 8 بحيث. 1 
(7,... ,1 ع-م) زرط 2 سوت 
حدر 
وان لدينا مؤثرا ۵ من ¥ في 2 مصفوفته 7 :)4-4:1 
بحيث : 
m) 2‏ ,... ولس )) له Af = DJ‏ 
نحصل بخصوص الجداء 48 = 2 على: 


4186, = A (Beş) = 4)2 bjnfj) > bın Ajj = 


7 


9 

8 ور Qij‏ 2 3 = نع[ وز 22 

وبالتالي . فإن العناصر 7:۸ للمصفوفة م لموافقة للمؤثر 48 = ° 
تکتب على الشكل : 

)3( Pin = «زنارية ند‎ (=1, . « k=1, ...,( 

=1 
تسمی المصفوفة || = م المحصل عليها انطلاقا من المصفوفتين : 
ااه زازع ةك واا !| = 8 حسب الدستور (3) جداء المصفوفة الاولى 
في الثاني . 
يمكننا إذن ضرب مصفوفة xm‏ 0 في مصفوفة ۴ × 70 ونجد 
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حاص الضرب مساويا لمصفوفة ”× © 

48 هو ايضا مصفوفة مربعة ” × 7, 
ر. لیکن 4 مؤثرا يعمل في فضاء ذي ” بعداً م16 . إذا كنا نعرف 
المصفوفة || ۸ر» || الموافقة للمؤثر 4 بالنسبة لأساس (مه ,. . . ه) = (ه) 
فإننا نستطيع اباد القم الذاتية للمؤثر  51.12(‏ ق) في شكل جذورها 
المميزة أي جذور المعادلة ٠‏ 


din‏ 012 ووه 
dan -0‏ .. وح ووه dot‏ 
٢٢ ٢٢ 1 ٢ 7‏ ورل نا 
رو نا dni dn ٠‏ 


اذا کان م۸ جذرا للمعادلة (4) فاننا نستطيع اعاد احدائيات الشعاع 
الذاتي الموافق له يع 2 - / التي تؤلف حلول الجملة التالية المكونة 
من معادلاات خطية متجانسة : 

0= موّمره . .. F‏ وؤوره + ين 2o)‏ - وره) 

0ع مځموه ...وگ (م3 — ويه) + a21‏ (5) 


Ey 
نمو ا غږ مد‎ 
. ۴, س. لنصف بنية مؤثر خطية كيفي في فضاء عقدي أو حقيقي‎ 
من أجل كل مؤثر خطي ۸ في فضاء عقدي .© فإن هذا الفضاء‎ 
يقبل تفكيكا الى مجموع مباشر من الفضاءات الجزئية اللا متغيرة تكون‎ 
مصفوفة المؤئر 4 في كل فضاء من هذه الفضاءات. ضمن اساس مختار‎ 


5 01 ...22410 
اختارا حدا ن الشكل . 

اا فك 0 1...0 5 م 

0 0 0. 1 

0 0 0...2 








* انظر .٤٤‏ الفصل 6] 
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(«الخانة الجوردانية»). يسمى اساس الفضاء .0 الحصل عليه بضم 
اسس الفضاءات الجزئية اللا متغيرة, المذكورة اعلاه اساسا جوردانيا 
للمؤثر 4 وتسمى مصفوفة المؤثر 4 بالنسبة لهذا الاساس ( وهي مصفوفة 
شه قطرية ذات خانات قطرية شكلها الشكل (6)) مصفوفة جوردانية . 
للمؤثر ۸ . إن الاعداد ۸ وأبعاد الخانات الجوردانية (6) لا متغيرة 
بواسطة المؤثر 4 (أي لا تتعلق باختيار الاساس الجورداني)؛ اما الاعداد 
۸ فتمثل جذورا للمعادلة (4) ويمكن ايحاد ابعاد الخانات الجوردانية 
باعتبار القواسم الاولية للمؤثر ^ 

من اجل كل مؤثر خطي 4 في فضاء حقيقي ,11 . فإن هذا الفضاء 
يقبل تفكيكا الى جموع مباشر من الفضاءات الجزئية اللامتغيرة تكون 
مصفوفة المؤثر 4 في كل فضاء من هذه الفضاءات» ضمن اساس تار 
اختيارا جيداً» من 1 (6) أو من الشکل: 


O 7 4 0 0 0 . 0 0 
كت‎ 0 1 0 0 0 0 
0 0 o © 4 0 . 0 0 
0 0 چ‎ 6 0 1 . 0 0 
0 0 0 0 0 0 © T 
0 0 0 0 0 0 . جد‎ O 


(«الخانة الجوردانية الحقيقية»). . يسمى: اساس الفضاء ۴١‏ المحصل عليه 
بضم اسس الفضاءات الجزئية اللامتغيرة» المذكورة اعلاه اساسا جوردانيا 
حقيقيا للمؤثر 4. وتسمى مصفوفة المؤثر 4 بالنسبة لهذا الاساس ( وهي 
مصفوفة شبه قطرية ذات خانات قطرية من الشكل (6) و (7)) مصفوفة 
جوردانية حقيقية للمؤثر 4 . إن الاعداد 1 . » . > وكذا ابعاد 
الخانات الجوردانية (6) و (7) لا تتعلق باختيار الاساس الجورداني 
الحقيقي ؛ تمثل الاعداد ۸ و >¡ + 6 جذورا للمعادلة (4), يمكننا تعيين 
ابعاد الخانات الجوردانية (6) و (7) باعتبار القواسم الجوردانية الحقيقية 
للمؤثر 4 . 
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بصفة خاصة, اذا كانت جميع حلول المعادلة (4) بسيطة فإن المصفوفة 
الجوردانية للمؤثر 4 في فضاء عقدي 0 تأخذ الشكل (مع العام أن 
العناصر غير المكتوبة منعدمة): 
و 
)8( 

نلاحظ في حالة فضاء حقيقي أن المعادلة (4) تقبل مع جذزها: ۲ + 6 - 
غير الحقيقي الجذر المرافق ن - 6 = ۸ إذا كانت جميع الجذور بسيطة ورمزنا 
لجذور (4)غير الحقيقيةب: ,ا 22 وت ,... ,261 عد يه وللجذور 
الحقيقية ب: ,۸ و... بد2 فإن المصفوفة الجوردانية الحقيقية للمؤثر ۸ 


تأخذ الشكل : 


C1 T1 
—T1 04 
(و)‎ n 
— Th Ok 
Dok 


7 

إن المصفوفة الجوردانية» في فضاء عقدي, لكل مؤثر قابل لمصفوفة 

هيرميتية (م ,... ,8-4 ز ,ريه = 8) بالنسبة لأساس تقبل 
أيضا الشكل القطري ؛ وتکون الاعداد :3 الموافقة لذلك حقيقية, في هذه 
الحالة. اما في حالة فضاء حقيقي فإن المصفوفة الجوردانية الحقيقية لكل 
مؤثر قابل لمصفوفة تناظرية (« ,... ,1= 6 بز ,ريه > پره) بالنسبة 
لأساس تقبل, هي الاخری. الشكل القطري. إن كانت مصفوفة مؤثر 4 
ضمن اساس فضاء حقيقى. لا تناظرية ,هس وره) 
(: ,... ,4 - #فإن الصفوفة الجوردانية للمؤثر ۸ تأخذ الشكل (9)ء 


حيث الاعداد : An‏ وه 6م ېو O1, <, Ok,‏ منعدمة كلها. 
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2 .81 .الجبور. 
أ. نقول عن فضاء شعاعي تا على حقل × انه جبر (على وجه التحديد : 
جبر على 5 ) إذا عرفنا على العناصر 17۰۰۰ :2 ل لا عملية ضرب 
نرمّز فا ب = (أو ات ) تتمتع بالشروط التالية: 
(1) (يزه) y = =z‏ (جه) = (يزه) »© من أجل كل د« و« في تا ومن اجل 
كل 
z #2 )2(‏ حدة (يه) مھا كان تل لل في ا. 
(3) من + مه = د۵( + 2) مها كان 2 »,سه د في تا 
)4( يت ې ېرو = + )2 مهيا كان 2 »ل . 2 في [1. 

يسمى الشرطان (1) و (2) قانوني التجميع ويسمى الشرطان (3) و 
(4) قانوني التوزيع . 
ب . قد يكون الضرب غير تبديلي أي أن المساواة ر = به قد تكون 
غير صحيحة من أجل بعض الثنائيات 2 » ر من 1. إن كانت المساواة 
جل = لته صحيحة من أجل كل ثنائية # » 8 من نا فإننا نقول عن 
الجبر لا إنه تبديلي . 
ج . يسمى عنصر ا € 6 وحدةالجبر تا اذا تحققت المساواة ‏ ےب م = هه من 
أجل كل 2617 . يسمى عنصر ۷۴٧‏ مقلوب عنصر 2 إذا حققت 
المساواة: 1 


و ر ره 
د . نقول عن فضاء جزئي نات 7إنه جبر جزئي من الجبر 1 إذا ادت 
العلاقتان 7 6ت و ٣۴۳۷‏ الى العلاقة 7 € لت 

ر. نقول عن جبر جزئي لا - 7 إنه مثالي من اليسار للجبر ا إذا ادت 
العلاقتان 1ع 2 و #67 الى العلاقة ع 2# » ونقول إنه مثالى من 
اليمين إذا ادت العلاقتان .©« و 261 الى © 2 » إذا كان جبر 
جزئي مثاليا من اليسار ومن اليمين فإننا نقول عنه إنه مثالي ثنائي الجانب 
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أو باختصار مثالي . نلاحظ في الجبور التبديلية انه لا فرق بين مثالي ومثالي' 
من اليسار ومثالي مي اليمين. 

يوجد في كل جبر تا مثاليان خاصان اوها مكون من عنصر واحد هو 
العنصر المنعدم ويسمى المثالي المنعدم وثانيها هو الجبر لا نفسه. تسمى 
المثاليات الاخرى مثاليات ذاتية. 
س . نستطيع في فضاء النسبة 11/7 لجبر تا على مثالي J‏ منه تعريف» 
بخصوص الصفوف ... ,لا ,× » ليس فحسب العمليتان الخطيتان ( كا 
ورد في 41.12 - ع) بل أيضا عملية ضرب: من أجل صفين × ولا ومن 
أجل عنصرين «۴٤‏ و ۲٤ن‏ مختارين اختيارا كيفياء نعرف الجداء 
+× كصف يحوي الجداء لانت . يمكن البرهان على أن هذا التعريف سلم 
(أي أن الصف .72 لا يتعلق باختيار العنصرين لع« وال #76 )وان 
الفضاء 11/7 » بعملية الضرب هذه» هو ايضا جبر. يسمى هذا الجبر جبر 
نسبة الجبر 1 على الثالي 7 . إن كان الجبر نا تبديليا فإن الامر كذلك 
فيها يخص الجر 10/7 . 
ص . تمائلات الجبور. ليكن 1 و۷ جبرين على نفس الحقل . نقول 
عن تطبيق ۷ + ۵:0 إنه تماثل من الجبر نآ في الجبر ۷ إذا كان قاثلا 
من الفضاء الشعاعى 17 في الفضاء الشعاعى ۷ (41.12 - ف) وإذا حقق 
كل عنصرين به » ود من الجبر تا العلاقة (وت) ه١(رته) ٥‏ ك (وتترت) ۵ 

نقول عن تمائل ٥‏ إنه تشاكل ( تمائل غامر. تمائل متباين) من الجبر لآ 
في الجبر ۷ إذا کان تشاكلا (تاثلا غامراء تماثلا متباينا) من الفضاء نآ في 
الفضاء ۷ . 1 

وهكذا فإن التطبيق 0/7 + ا :ه الذي يصل كل عنصر ل € ± 
بالصف 0/7 € × الذي يحويه تماثل غامر من الجبر لا على الجبر 10/7 
ط. من أجل كل تمائل ۷ < اا :ه فإن مجموعة العناصر 17 6 = التي تحقق 
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0 - (#) ه تشكل مثاليا 7 في الجبر ا . إن كان © معطى» نعرف 
لټائلل © من الجبر 0/7 في الجبر ۷ وهذا بوصل صف 0/7 € × 
بالعنصر V‏ ع (z)‏ ۵ » حيث 2 عنصر كيفى من الصف × . إن هذا 
التاثل متباين. إذا كان التاثل © غامر من الجبر لا في الجبر ۷ فإن © 
يصبح تشاكلات [14؛ 2.68 ]. 

2 .91 . امثلة فى الجبور وتمائلاتها . 

أ. تشكل المجموعة ۶ المؤلفة من كل كثيرات الحدود ( من اية درجة) ل 


n 
"لقره آ2 =() م‎ ۸ 
R0 


ذات المعاملات المنتمية لحقل × . باعتبار عمليات الجمع والضرب 
العتادة على كثيرات الحدود» تشكل جبراً. إن هذا الجبر تبديل ويملك 


وحده. 
ب . تشكل المجموعة (6) ا المؤلفة من كل التوابع التحليلية (0 / 
العرفة في ساحة © في المستوى العقدي. جبراً عقديا بعمليات الجمع 
والضرب العتادة على التوابع (27.4). إن هذا الجبر تبديلي أيضا وله 
: وحدة. 
يوجد في الجبر (6) ا مؤثر يصل كل تابع (6) € € (0) / 

بمشتقة () ۴ : وهو بطبيعة الحال خطي ؛ نشير بخصوص هذا المؤثر أن 
دستور ليبنتيز .2190161 قائم : 1 

)1( 0 (A) )کي( )رپس وا تب زح > «"((ة) م‎ -۸ (A) 
ويه (المنتمية:‎ 23.٠. ج. نسمى طيفا كل محموعة منتهية من ال داد يه‎ 
لحقل ) حيث نلحق كل په بعدد طبيعي 7 (14,...,70- #) يسمى‎ 
نسمي «مُّدَونة». ونرمز ها ب / . كل مموعة‎ . 2*٠ تضاعف‎ 
نرمز هذه الاعداد ب‎ ٨ عدداً من الحقل‎ 7 > +۰۰. ۳۳ 
۴ )5( اخيرا نرمز ب‎ k=414..,m j=0,... بك سي‎ 
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لوف کل الزات غل سط مطل و 


(f + 8), (Ap) = fo (A) + نم‎ (An), 
(a (A) = ره‎ i) (An), 


(fe (u) = 3 سل‎ fc (A) #- (A4) 
1ح‎ ١ 


(حيث1 عدي ,... ,0= moj‏ رل (k=,‏ 


فیا يخصن الدستور الاخير يجب تعويضه في حالة 7-0[ ب: 
(ر۸) م٤۰ (A)‏ رم[ == (An)‏ رن (8) 
يصبح بذلك المجموعة (۴)5 جيرا بعده 7 على . 
د. لیکن ۸ مؤثرا خطيا في فضاء عقدي ذي ” بعداً ,0 . تمثل محموعة 
كل كثيرات الحدود (4) م ؤثر 4  51.12(‏ ط) المزودة بعمليات 
الجمع والضرب العتادة على المؤثرات, جبرا عقديا نرمز له ب (4) ۶ . إن 
هذا الجبر متشاكل مع جبر المدونات ل۸ ګ) 7 (المثال ج)ء يرمز وى 
لطيف المؤثر ۸ أي مموعة كل القم الذاتية (المختلفة) س1 ...ی۸ 
للمؤثر 4 حيث نلحق بكل قيمة 4 تضاعفا هو عدد طبيعي م7 يساوي 
اكبر بعد من ابعاد الخانات الجوردانية للمؤثر 4 (71.12 0 التى ها 
العدد +3 على القطر. يتم هذا التشاكل بطريقة التالية: نصل كل مدوّئة: 
mM}‏ .د ,4 عم با سپ ,0 2 f= ON, i‏ 
معرفة على م5 بالمؤثر ٨)4‏ الذي له مصفوفة, بالنسبة للأساس 
الجورداني للمؤثر 4 » ذات بنية شبه قطرية هي بنية لمصفوفة المؤثر ۸ ذاته: 
حيث نعوض كل خانة ملا م شبه قطرية للمؤثر 4 : 
În 41 0...0‏ 


0 A 1... 0 
)2( : م)‎ <a) 
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بالخانة التى ها نفس البعد م × م 
(مة) ري سملب .هل لو )د لام 


وام اجو ... سه لم 0 (3) 


(«۸) یا 2 0 0 0 

اذا امعنا النظر في هذا المؤثر (4) ۶ وجدناه من الشكل (8) م 

حيث يحقق كثير الحدود (2) م الشروط: 
...,ra—1, k=1, ..., m)‏ ,ا() (A) = fa (AR)‏ ې ام 

بحيث ان (0 م هو مشتق كثير الحدود (۸)م من الرتبة ز 

انظر البرهان في [14؛ 48.6 ]. 
ر. لیکن ۸ مؤثرا خطيا في فضاء عقدي ذي « بعداً ,0 » ولتكن: 

س ٠...‏ 2 قيمة الذاتية التي نفرضها منتمية كلها لساحة ۴ من 
المستوى العقدي . نعتبر التطبيق « من الجبر (6) تآ ‏ المؤلف من التوابع 
التحليلية, في جبر المدونات ۴)5۸ الذي يصل كل تابع (617)6 (0 / 
بمدونة الاعداد 

یل fy, (0) = f‏ اا اا ,1 دي ,... 0= 
حيث يرمز (0) ۵ لشتق (7)0 من الرتبة ز . يبين دستور ليبنيتز 
(1) ان التطبيق ه قاثل من الجبر (6) ا في الجبر (8۸) ۴ ؛ نلاحظ ان 
هذا التاثل غامر لأننا نستطيع من أجل كل مدونة ((+0 ض/) ١‏ ايجاد 
تابع (0 / من الجبر (6) ا (أو حتى كثير حدود) يحقق 

) رن ,4= 8ك ,1 عدي ,. . . ,0 ع‎ mm) fA O) = fg) (A) 

بما أن الجبر (م5) ۴ متشاكل, بدوره» مع الجبر (4) 2 المؤلف من 
المؤثرات الخطية ( مثال د) فإنه يوجد تمائل غامر من الجبر (6) لا على 
الجبر (4) 2 ؛ بمراعاة المثال د فإن هذا القاث لاغامر ينجز كما يلى: 
فصل كل تابع 617)0 700 بالؤثر الخطي 4)/ الذي له 
مصفوفة» بالنسبة للأساس الجورداني للمؤثر 4 . ذات بنية شبه قطرية هي 
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بنية مصفوفة المؤثر ۸ نفسه: حيث نعوض كل خانة شبه قطرية (2 ) بخانة 
لها نفس البعد 2 كا 1 

f) f (A) ”رسو‎ (A) <. 7 ٣۳ زو‎ 

0 fA) FOR) ٠ و‎ = (1) 

وچ وور وه 


ه ه ه ه ه ه ي ه ه ي ي ه ي ي ي ه ي ه ه » ه ء »« ه ءه .یه 








f )۸«(‏ 6 0 0 0 
وهكذا فإن المؤثرات 4ت و 348هذه .الخ لا دائما معنى. 
بما ان التطبيق (4)/+() :0 : تمائل فإن الساواة: 
0 ۸= )۰8( » حيث ()۸ ١‏ (0م 22 ()/ تنتمي الى 
(1006, تستلزم /)4(٠۰8)4(=۸)4(‏ لدينا مثلا الساواة: 


ف . 4ه ب 8(4+ه)ع 

س . نقول عن طيف 5 باعتبار الاعداد س3 .... 24 عقدية (المثال 
ج) إنه تناظري (او متناظر) إن حوى 5 الى جانب کل: 
چ مه = په غير حقيقي العدد امرافق #٢‏ ,6 = م3 بنفس 
التضاعف ٢‏ . نقول عن مدونة ‏ (() س/)- / على طيف 
تناظري 5 إنها تناظرية إذا كانت كل الاعداد () 2# اعدادا 
عقدية مرافقة للأعداد المقابلة فا (60) فأ 

إن جموعة كل المدونات التناظرية على طيف تناظري ك قشل 
(بالعمليات المشار اليها في ج) جبراً حقيقياً نرمز له ب (ګ) ۴۸ 
ص . ليكن 4 مؤثرا خطيا في فضاء حقيقي ذي * بعداً ,2 . إن 
جمرعة كل كثيرات الحدود الحقيقية للمؤثر 4 تشكل جبراً حقيقيا 
نرمز له ب (4) م7 . نلاحظ ان هذا الجبر متشاكل مع جبر 
المدونات التناظرية ( س) على طيف المؤثر 4 (المعتبر في الامتداد 
العقدي*) للفضاء الحقيقي 8 )؛ إن هذا الطيف متناظر دوما. اما 


۰ راجع [14. 6. 16). 
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التشاكل فينجز كا يلي: نصل كل مدونة .تناظرية: 
m}‏ ,... ,4= 6 ,1 سو دن ,0= j‏ ,ليطا ى]) 2 f‏ 
معرفة على م5 بالمؤثر (۸) / مصفوفته بالنسبة للأساس الجورداني 
الحقيقي للمؤثر 4 لما بنية شبه قطرية هي بنية المصفوفة الجوردانية الحقيقية 
للمؤثر 4 . حيث نعوض كل خانة شبه قطرية ذات الشكل (2) ( به 
حقيقي ) للمؤثر 4 بخانة من الشكل (3). كا نعوض كل خانة شبه قطرية 
من الشكل : 


04) 


(حيث رمزنا ب +4 . 2 . 0 لمصفوفات من الشكل: 


. 2= | ° | 


بالخانة التالية التى فا نفس البعد: 


Ok Th 
رم‎ = 











OR‏ پاچ س- 
(4) سا ج 8 (دك) دتا لي (مق) fo, )۵«( fa‏ 


رقا مور جطلب ...< )1(4 (ش)ه/ 0 


(د۵) fo»‏ ا 0 0 0 


حصث : 


Re fg, (Ax) Im f ا‎ 


/ رل‎ (4) = —Im fy, (a) 183٥7 )۸«( 


يمكن البرهان على أن المؤثر (4) ۶ له الشكل (4) 7 » اما معاملات 
(0 م فهي حقيقية ولدينا الشروط التالية: 
(A) = fo, (An) (i=14, ..., raa, k=4, ..., m)‏ اص 
انظر البرهان في [14 88.64 ]. 


ط . لیکن ۸ مؤثرا خطيا في فضاء حقيقي ذي ” بعدا ,1 . نفرض ان 
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كل القم الذاتية للمؤثر 4 » باعتبارها ضمن الامتداد العقدي ,0 للفضاء 
5 » تنتمي الى ساحة © متناظرة بالنسبة للمحور الحقيقي. إن الټائل ه 
الوارد في المثال د يصل كل تابع تحليلي حقيقي (6) اع (70 بمدونة 
تناظرية ٍ 

ررم فرع نين fa‏ لاا ,8-4 باپ ,0 ع ) 

ما ان الجبر (8۸) ۴۸ المؤلف من كل المدونات التناظرية متشاكل مع 
الجبر (4) ۶۸ المؤلف من كل كثيرات الحدود الحقيقية للمؤثر 4 . فإنه 
يوجد قاثل غامر من الجبر (6) ملا المؤلف من كل التوابع التحليلية 
الحقيقية في الجبر (م5) م۶ ؛ ينجز هذا التاثل الغامر. بمراعاة المثال ص» 
بالطريقة التالية: نصل كل تابع () ملا € (1)0 بمؤثر خطي (4)/ 
مصفوفته بالنسبة للأساس الجورداني الحقيقي للمؤثر 4 ها بنية شبه قطرية 
في به انمره مروا حف زر تيت فرص کل اة 
شبه قطرية من الشكل (2) ( +3 حقيقي) بخانة من الشكل (3) ونعوض 
:ل خانة من الشكل (4) بخانة من الشكل (5) حيث: 


Re 0 (AR) Im ذا‎ (An) 
f0 ريك)‎ = ۱ —Im f° (A) 11/7 (A) 








ع . يشكل الفضاء الشعاعي المؤلف من المؤثرات الخطية العاملة في فضاء 
شعاعي × جبرا (مزوداً بعمليات الجمع والضرب العتادة على المؤثرات) 
غير تبديلياً عموماً. 

§ 12 2 الفصاءات المترية 

2 .12 . تلعب الفضاءات المترية دورا هاما في دروسنا هذه وذلك ابتداء 
من الفصل الثالث (الجزء الاول). نذكر هنا بمسلات الفضاء المتري. نقول 
عن جموعة 11 إنها فضاء متري إذا عرفناء من اجل كل عنصرين ١‏ ل 
.من عدداً )¥ ,) يدم أو باختصار y(‏ ,#) م » يسمى: مسافة ند و 
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و» تتوفر فيه الشروط التالية: 
أُ. نټ ) م إن كان #عدش . 0= (د,ت) م مها كان لع« . 
ب. 2 ,)ام = لا ,) م مهما كان 2 ون في31. 
ج. )2 (y,‏ م + (ل ,#) م < )2 (z,‏ م مها كان 2 س 2 في 

00 (مسلمة 'المثلث).‎ ٧ 

lim م‎ (z, 2a) = 0 

نقول عن متتالية ...,:2 , :2 نقاط من فضاء متري ١‏ إنها متقاربة 
نحو نقطة 26124 إن كان 
2 .22 . اعتبرنا في الفصول السابقة كامثلة للفضاءات المترية جموعات من 
المستقيم العددي ومن المستوى ومن الفضاء المعتاد (الاقليدي) باتخاذ المسافة 
المعتادة. يحدر التنبيه في هذا الاطار ان هناك جموعات مختلفة من التوابع › 
التي يمكن جعلها فضاءات مترية وهذا بتزويدها بمسافة (أي بتابع 

(س ,) م ) مناسبة. 

إن اختيار المسافة في فضاء تابعى يتوقف عن متطلبات المسألة المطروحة. 
إذا تم اختيار مسافة فإنه من اا انه عنصرين يكونان قريبين من 
بعضها عندما تكون مسافتهها صغيرة. نضطر في معظم الحالات التي نلتقي 
بها في التحليل الى سلوكه المسلك المعاكس : نرى من خلال معطيات المسألة 
المعتبرة ما هى العناصر التى من الطبيعى اعتبارها تربية قريبة من بعضهاء 
هتني نف ادخال المسافة اتا 0 
فمثلا ‏ إنه من الطبيعي غالبا اعتبار تابعن مستمرين ()« و )لا 
٥ > : > ۵ (‏ ) قريبين من بعضها إن كان المقدار | () 18 - 00 12 هعس 
صغيراً . ولذا يمكن اختيار هذا المقدر بمثابة مسافة 2)0 و ()# ومن 
الواضح ان المسلمات أ - ج محققة, وبالتالي فإن كل مجموعة 1٤‏ مؤلفة من 
توابع مستمرة على المجال ۱,۵ ومزودة بالمسافة: 

max | )( - 1) | 1‏ = زا ,)م )1) 
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كا انه من الطبيعى في بعض الحالات (في حساب التغيرات مثلا) التي 
تكون فيها التوابع قابلة للإشتقاق حت الرتبة ۴ اعتبار تابعين 00 و 
(0) : قريبين من بعضها إن كانت قم التابعين قريبة من بعضها البعض 
وكذا قم مشتقات هذين التابعين حتى الرتبة #7 وذلك مها كان ٤‏ . يؤدي 
بنا هذا الى المسافة: 
4( ”ر () 2| ,... | “| ,| () 9- )م |) max‏ = )2( 

إذا اعتبرنا مجموعة توابع ():« تقبل الاشتقاق باستمرار ۳ مرة 
وزودناها بالمسافة (2) فاننا نحصل بطبيعة الحال على فضاء متري. 

هناك حالات اخرى (في نظرية المعادلات التكاملية مثلا) حيث يكون 
من الطبيعى اعتبار التابعين () ± و () ا قريبين من بعضها اذا كانتا 
كذلك بالمفهو م التکاملي أي إذا کان المقدار: 


: يه ه) (D—y‏ مز | 
صغيراً. : 


طبيعى عندئذ أن نعرف المسافة بالدستور. 
b‏ 
¢|( هك () | | = ,هام (3). 
من الواضح ان مسلیات الفضاء المتري محققة في هذه الحالة ايضاً. 
نحتاج احيانا الى تعريف مقربة التوابع من بعضها البعض ليس بواسطة. 
تكامل فروق هذه التوابع بل بواسطة قوي لهذه الفروق. مثلا القوة ؛ 
يمكن اعطاء المسافة الموافقة , لذلك بالدستور : 
وس اه پر 
EOP:‏ دور CO‏ 
p(y | x ()—y )۵ | dt‏ 
يحقق هذا التعريف من أجل 1< م مسلات الفضاء المتري. مع العام 
أن التأكد من المسلمة ج ليس يسيرا ( باستثناء الحالتين البسيطتين 1 - م و 
2= ) لن نطيل في هذا الموضوع (راجع التمرين 15). 
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وهكذا يبدو تعريف الفضاء المتري مرناً بشكل يجعله يستجيب لشتى 
متطلبات التحليل . ش 
12 32 . فضاء التوابع المستمرة على فضاء متري. 
أ. نرمز للفضاء المتري المؤلف من كل التوابع الحقيقية المستمرة على جال 
6 >> + >> © عند تزويده بالمسافة المعرفة بالدستور 22.12 (1) 
٥ #(‏ "۸ ( کا هو الشأن في 31.12 ع حيث ظهر بصفته فضاء 


شعاعياً ) . 
ب. هل يكن تعويض المجال [16,2 في هذا التعريف بأي فضاء 
متري ؟ 


إن التوابع المستمرة على فضاء متري كيفي ١‏ ليست بالضرورة حدودة 
وعليه فإن الدستور 22.12 (1) الوارد بشأن المسافة لم يعد صالحا. الأ اننا 
لا نستطيع إنشاء فضاء تابعي الا بالتوابع المستمرة والمحدودة, ولذا یکن 
الاحتفاظ بالدستور 22.12 (1) شريطة استبدال 108۵5 ب ٩00‏ . في 
الختام نعرف الفضاء 0) ۸ على انه الفضاء المؤلف من كل التوابع 
الحقيقية المستمرة والمحدودة على فضاء متري ]3 , المزود بالمسافة. 

)1( ,ام‎ y) = sup | z (£) — ٧ (4) | 

بين التابعين )« و () ل 
ج. نعوض هناء ايضاء الستقم العددي (ساحة قم التوابع المعتبرة بفضاء 
متري كيفي ۲ . فنصل الى الفضاء ۶)0 المؤلف من كل التوابع 
المستمرة والمحدودة على فضاء متري 311 . قيمها في فضاء متري 2 › رو 
هذا الفضاء بالمسافة: y )١((‏ ,(2) ج) sup pu‏ = )¥ )م ٍ 


'بين التابعين ‏ )1« و )ل 


ندرس في البنود الموالية من هذه الفقرة بعض المفاهى العامة لنظرية 
الفضاءات المترية بالنسبة للفضاء () ۶° ولحالاته الخاصة. 
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د . ينتج من التعريف (2) أن تقارب متتالية () :7 غو النهاية 
0 > في الفضاء ۲)0 يكافيء التقارب المنتظم على ٤١‏ 
(39.5) لمتنالية التوابع () مت غو تابع النهاية ۵) 2 
ر. اتفقنا على تسمية كل جموعة # في فضاء متري 7 , مموعة كثيفة اينا 
كان بالنسبة لمجموعة ۶ - ” إن كانت كل نقطة 64 ± تنتمى الى 8 
أو تساوي نهاية متتالية من # (16.3). اذا کان لدينا ٣٠‏ عل ذلك» 
۴ ع £ قلنا ان ۴ كثيفة اينا كان في ۳ . نقول عن فضاء متري ۳ إنه 
قابل للفصل اذا وجدت مجموعة قابلة للعد 8 > 5 كثيفة اينا كان في . 
لنثبت أن الفضاء ٥.8۵‏ ”۸ قابل للبفصل. 
يمكن ان تكون مجموعة £ قابلة للعد وكثيفة ايا كان في (ۀ ,ه] ۸° 
مؤلفة مثلا من كل التوابع المضلعية التي رؤوسها في النقاط: 
(bP, Yn)‏ الملا (Zn4,‏ هی Ys‏ ووت) (a, Yo),‏ 6 
حيث (5 ,©) © ره والاعداد رتال رل ناطقة. تنتج قابلية العد ذه 
المجموعة من 2 .53 . لنثبت ان المجموعة 8 كثيفة في [5 ,ه] “مم . ليكن 
[6 ,ہا *8 € (2) ۶ تابعا كيفيا و 8<<0 . نبحث نبحث عن 
0< ةبحيث 86> | 'ه ‏ | يستلزم 8/5 >> | («) f‏ - ('2) ۶|. لتكن 
5 ع ,مه >. . > ينه > ود = م تحزئة للمجال [5 ,4] بواسطة النقاط الناطقة 
زه 4 سم ,... ,4 ع ) وليكن 8 > رت = وبرت = ر۵2 . نفرض 
بعد ذلك ان الاعداد الناطقة «#.... 17 10 تحقق 
5 > | (ره) f‏ رز( مک ,... ,1 ,0 - 7 . نعتبر تابعا مضلعياً 
#8 رؤوسه المتوالية (# «رته) 2 . عندئذ ‏ :> ,)م .ذلك 
اننا نستطيع من اجل كل ل۵ ۴٤‏ ايجاد به (2-14 ,...,1 ح ن 
بحيث 8 > | ره - 2 | حینگذ 8/5 >> | (ره) f‏ - (ه) 7 | 
و f (zy) |< ٥/5‏ -(ريرن) If‏ 
ينتج من ذلك : 
(٢۱٢ (2) —f (tya) | ٢٠۱٢ (ja) - yz | E‏ (ره) ly—~ yas |<ly— f‏ 


38 


إذن لدينا من اجل (برت ,._ره) ع عه 38/5 > | رل ()«(. اخيراً: 
>> |(د) /-(ره) 11+ | (رئم) 7 ريق | سد | ريق () # | > | () رح (م) #| 
بسع لدع للع ٣‏ 
f(z) | >> ۰٠‏ —)2( ښ| max‏ ع (/ )م 
يمكننا البرهان على أن الفضاء (ته ,46*10 المؤلف من كل التوابع 
المحدودة والستمرة على نصف الستقم ص اس« >> 0 لا يقبل أي جزء 
قابل للعد كثيف ايما كان (راجع التمرين 2). 
س . نقول عن فضاء متري ۲ نه تام (17.3 - د) اذا تحقق فيه مقياس 
كوشى: کل متتالية كوشية ... وه بوه من 8 تقبل نهاية في ۲ . 
نظرية. إن الفضاء )M(‏ 1۰ المؤلف من كل التوابع المستمرة والمحدودة 
على فضاء متري 11 . ذات القم في فضاء متري تام (راجع ج). فضاء 
تام . 
البرهان . نرمز ب م لمسافة الفضاء ٥‏ وب: 
)z, yg) = SUP pp {z )١(, y (t)}‏ م 
لمسافة الفضاء 89) ۱۰ 
لتكن ٠۰۰‏ ,0) #۰ ,... ۰) و= ,9) ب» متتالية كوشية مؤلفة من توابع 
هی عناصر من الفضاء )M(‏ ۳۰ : من اجل كل 0 < : » يوجد عدد × 
طبيعى بحيث تتحقق المتراجحة التالية من اجل كل × < ۸ :mèN«‏ 
(Zn, am) 75 sup Op {an (0, Tn (0) < 8‏ م ) 3 ( 
من ذلك ينتج ان كل متتالية ۴7 (1) ,ره لق فصل عليها 
بتثبيت 20 = 4 متتالية كوشيه؛ ما ان الفضاء ۳ تام فإنه توجد قيمة: 


(to) € 8‏ مد (to) = lim‏ ده 
تهجوعز 


إذا رسمت م -#4 كل N‏ فإننا نصل الى تابع النهاية . 


lim Zn )0(‏ ع (t)‏ د 
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لنجعل مه + «بدون تغيير # في المتراجحة: 
ع < })( PP {Zn (0, Tm‏ 
القائمة من اجل کل + و2 < ۸ .۸ < ”؛ فصل عندئذ بفضل 21.5 - 
ب» على : 
e‏ >> (0) ه (Zn (Û,‏ وم )4) 
وذلك من اجل كل + وکل ۷ < 7 . يعني ذلك ان متتالیة, التوابع 
0) := متقاربة نحو النهاية 0 بانتظام على 1 . يتبين من النظريتين 
5 و 59.5 ان التابع . ) > محدود ومستمر وهو بالتالي عنصر من 
الفضاء ۳۴0 » يكن كتابة التراجحة (4) على الشكل: 
(Fn, 2( < €‏ م 
وهذا يعني أن ( )رز نهاية لمتتالية العناصر > . انتهى البرهان. 
2 .42 . نظرية آرزيلا 42014 . قلنا ان فضاء متریا ‏ متراص (19.3 - 
أ) إن كانت كل متتالية من نقاطه 2۰۰۰ توي متتالية جزئية 
٠‏ 20 20 متقاربة» وشبه متراصة  39.3(‏ أ) إن كانت كل 
متتالية =٠ 20: ٠ ٠ ٠‏ تحوي متتالية جزئية لکوشي . . . ,يوتست 
أ. ليكن 9 فضاء متريا متراصا و م فضاء متريا كيفيا وَ(ي) “م الفضاء 
امتري المؤلف من كل التوابع المستمرة () ۾ ى المعرفة على © والتي 
تأخذ قيمها في المزود بالمسافة 2(32.12 ). 
(z )١(, y (4).‏ وم sup‏ = )¥ و:ه) م 
إن الفضاء (0) “2 ليس عموما متراصا. ما هي الشروط التي تجعل 
جموعة جزئية ۶ (0) ٠م‏ ے متراصة؟ 
للاجابة عن هذا السؤال ندخل التعرفين التاليين: 
تعريف 1 . نقول عن مجموعة5 مؤلفة من توابع )0‏ 2175*)0(23 بانہا 
زات قم متراصة (شبه متراصة) بانتظام إذا وجدت جموعة متراصة (شبه 
متراصة) ۶۰ ت ۳ تحوي كل قم التوابع (1) ۾ من اجل 34 © 20 .8. 
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تعريف 2. نقول عن جموعة 8 مؤلفة من توابع (0) ۴° 6 200 
إنها مستاوية للاستمرار اذا استطعنا من اجل كل 0< :ء. ايجاد 0 < 8 
بحيث تؤدي المتراجحة: 8 > (/ ,) مه الى المتراجحة: ٠‏ 

op {2 (¢), 2 (')} < e 
. وذلك مها كان لتابع ع ع () بم‎ 


نظرية (آرزيلا ) . لكي تكون جموعة )Q(‏ “72 2 شه متراصة 
يلزم ويكفي ان تكون ذات قم شبه متراصة بانتظام ومتساوية 
الاستمرار. 
البرهان. نفرض ان (ڼ) “7 > E‏ شبه متراص. بفضل مقياس 
هوسدورف  39.3(‏ ج) نستطیع» من اجل كلو حده »ء ايجاد في 8# 
- شبكة منتهية أي مجموعة منتهية ۵) »2 .. . . ,)به من التوابع 
بحيث یکن من اجل كل جح )ږا ای اد رقم ۰۴" په >> 1 
يحقق : 
(DIS,‏ ,واعامم (1) 
ننحكک من اجل تفن اعدد عن 0 ى وبحيث تتحقق المتراجحات: 
pplz (f J, = ( JI< (=1, ...,m)‏ 
من اجل: وه رم ,”#) رم . باعتبار نفس العنصرين ٢‏ وس نجد 
عندئذء من اجل کل ع () ب¿ ومن اجل ۵) په الموافقة لهء ان: 
[zk )٤(, ٤ (I+‏ وم ې )١((‏ مه ,(2) pp [z (°), # )([ >> pp [z‏ 
اس که ۰ ])( نه ,(۲) pp [za‏ ې 
أي ان الجاع 8 متساوية الاستمرار. 
إن المجموعة +2 المؤلفة من كل قم التابع )یه المستمر على 
المتراص ي جموعة متراصة مها کان س ,.. . ,4 د م (61.5 - )م إن 
00 للمجموعات المتراصة »# .... ۶٠‏ هي بطبيعة الحال متراصة 
تثبت المتراجحة (1) ان المجموعة 8 تمثل -3/ع - شبكة للمجموعة 
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۶۶ المؤلفة من کل قم التوابع ج ع )ږ على 0 . بما أن المجموعة 
۰ شبه متراصة بفضل 59.3 فإن 8 ذات قم شبه متراصة بانتظام . 

وبذلك نرى ان شروط نظرية ارزيلا ضرورية لشبه تراص 5 . لنثبت 
كفاية هذه الشروط . 

إن الفضاء (0) "8 ١‏ منغمس ايزومترياً في الفضاء() 25 المؤلف 
من كل التوابع (2) نه المحدودة ( مستمرة كانت أو غير مستمرة) على 0 


والمزود بالمسافة: () لا ,)( ع) وو (z, ) = sup‏ م 


يتبين من مقياس لمو سدورف (39.3 - ج) اننا ننهي برهان النظرية 
بإنشاء» انطلاقا من افتراضات النظرية» من اجل کل > ٠0‏ »- شبكة 
منتهية للمجموعة 2 . في الفضاء )Q(‏ ۴ . نفرض ان )Q(‏ ۳۰ £ ذات 
قم شبه متراصة بانتظام ومتساوية الاستمرار. 
٠‏ من اجل وان معطىء نبحث عن ايجاد 0 < 8 انطلاقا من 
شرط تساوي الاستمرار للجاعة £ . نغطى بعذ ذلك المتراص 0 بعدد منته 
من الكرات اقطارها 8 . يكن الحصول» بازالة النقاط الفائضة. على تغطية 
المتراص Q‏ بعدد منته من المجموعات. اقطارها 6> . وغير متقاطعة مثنى 
مثنى. نرمز لهذه المجموعات ب« .... ,ره . لتكن بعد هذا: 
+8 2.200 بوص 00 لم شبكة منتهية في 82 لشبه المتراص مم الذي 
يحوي كل قم التوابع (1)» من اجل عع ,0 26 . نعتبر المجموعة 
© المؤلفة من التوابع )Q(‏ ع ) التي تأخذ على رر ... . ,,0 القم 
الثابتة ۰ ,. . . ,,م. من البد بي ان عدد هذه التوابع منته (لا يتجاوز 
("«) وهي من جهة اخرى تشكل ع شبكة للمجموعة 8 . لرؤية ذلك 
نعتبر تابعا كيفياً ۵) م من ص . إن تير هذا التابع على المجموعة 0١‏ 
التي ها قطر وي . لا يتجاوز 2/2 وتوجد نقطة 77 من جموعة النقاط 
Pn >‏ ,... ريرص تبعد عن كل قم و) رے » من اجل ,رم ع2 »ء بمسافة 
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لا تتجاوز م . ثم إن التابع (0) €۴ ۵) « الذي يأخذ على كل 
ر القيمة الموافقة له 81 ينتمى الى ,6 ولديناء بطبيعة الحال» في الفضاء. 


)Q)‏ ۶ : .€ >> [() ند (zo, x)= sup pp [Zo (E),‏ م 


انتهى برهان النظرية. 
ب. إذا كان 2 فضاء تاما فإن الامر كذلك فا يخص () ۰ 
(32.12). إن ملاصق كل جموعة شبه متراصة في فضاء تام جموعة متراصة . 
(69.3- ب). وبالتالي فإن الاجزاء المتراصة في (00) .مج تتميز في الحالة 
الراهنة كالتالي : 
إنها المجموعات الجزئية المغلقة من (01) ٠ط‏ ذات الق المتراصة بانتظام 
والمتساوية الاستمرار. 
ج. في الحالة التى يكون فيها ع الفضاء الاقليدي ذي « بعداً ,8 , فإن 
یل التوقات غه ارا مطابق لصف المجموعات المحدودة (39.3 
- بء 49.3). إذن فمعنى القول ان جماعة # مؤلفة من توابع 
 )2 € 8: 08‏ ذات قم شبه متراصة بانتظام هوه في الحالة المعتبرة. 
وجود ثابت 8 يحقق 8 >> | 0)«إمدهء ‏ من اجل كل للاع: و 
ع ۵) 2 . تسمى مثل هذه الجاعة جاعة توابع حدودة بانتظام . وهكذا 
ندرك الشكل الذي تأخذه نظرية ارزيلا في الحالة التي يكون فيها ,8 = ۲ 
وهو: ش 
تكون مجحموعة ع من التوابع () م8 ع 0) د شبه متراصة اذا وفقط 
إذا كانت حدودة بانتظام ومتساوية الاستمرار. 
د. فيا يخص التوابع العددية على جال مغلق من المستقيم العددي يمكننا 
الاشارة الى شرط بسيط يضمن شبه التراص: 
نظرية. اذا كانت 8 مجموعة توابع عددية )« مستمرة وقابلة 
للإشتقاق على مجال .5 >> : > ه ووجد ثابتان 4 ,۵ . بحيث تتحقق 
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المتراجحتان: a,‏ که | ۵) lz‏ .مه >> | () ا 


من اجل کل .ع ع )ږ ٠‏ فإن المجموعة 2 شبه متراصة في الفضاء 
(a, ۵(‏ ېر . 
البرهان . بتطبيق دستور لاغرانج 44.7 نحصل على المتراجحة: 
ب sup lz (D lt" FIS alt"‏ <| () مه - le )١(‏ 
التي تثبت ان الجاعة ۶ متساوية الاستمرار . ثم ننهي البرهان بتطبيق النظرية 
ج نظرا لكون الجماعة المعتبرة حدودة بانتظام فرضاً. 
2 .52 . فضاء التوابع القابلة للإشتقاق باستمرار ‏ مرة. 
أ. نرمز للفضاء المتري المؤلف من كل التوابع الحقيقية 9) 2 المستمرة 
والقابلة للإشتقاق باستمرار یم مرة على جال ۵ >> > » المزود بالمسافة 
المعرفة بالدستور 2(22.12 ): ' : 
gy ) |‏ —)( لكت | max 02 ()—y (Dl, | )۵-٧ (Dl,‏ حزن ضام 
تزع لفق a a De‏ وی اكيت 23 کچ 
يعنى تقارب متتالية ۵) ,نه نحو النهاية ) « > في الفضاء 
7 )0 تقارب 1 + #متتالية: 
.)دح ۵) "2 ,... و(ځ) “دج )( an () > z(t), 2z,‏ 
ب . لنثبت ان الفضاء 8۵ ,©) س2 تام. لتكن. . . ,() وند.ق) پد 
متتالية كوشيه من توابع منتمية للفضاء (ة Dn (a,‏ يت من التراجحة: 


nax | (t)— ا‎ (t) | <P (Zn, Zp) 
سل‎ 


ان كل متتالية من المتتاليات : 
{ef )۵(‏ ,... (۵)امت) ,(هامما 
متتالية كوشيه بالنسبة لمسافة الفضاء .(م ۾ . با أن الفضاء 
(۵ ,ه) ٨۰‏ تام (32.12 - س) فإن كل متتالية ۵) له متقاربة 
بانتظام » ما مه ج م نحو تابع مستمر ۵) + (زحیتث.(7,... ,1 ,0ع (k‏ 
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ينتج من النظرية 77.9 حول اشتقاق متتالية توابع ان لدينا: 

yı )( = Jim په‎ )( = (lim )لا - '((2) مد‎ 

۵) =( مز ,<< (J,‏ ولاح ۵) vî‏ = (۵) ول 

وبالتالي فإن التابع ۵ ون ينتمي الى الفضاء (ؤ ,»)ىم . بالاعتاد 
ايضا على التقارب النتظم لكل متتالية 9) 8ه خو() وس )یو 
لا .مه ج م نلاحظ ان التابع و) رر تساوي خهاية المتتالية 0) م2 
بالنسبة لمسافة الفضاء (۵ ,») ,,2 » وهو المطلوب. 
ج . لنثبت ان الفضاء ۵ ,م) 7 كثيف اينا كان في( ,)ې 
( بالنسبة لمسافة (6 ,») "8 ٠‏ . طبعاً). ما أن خاصية الكثافة ایڼا كان 
خاصية متعدية (أو انتقالية) (انظر 26.3 ) يككفى. البرهان على أن 
,) 2 كثيف اين كان بالنسبة للمجموعة > المؤلفة من التوابع 
المضلعية (رأينا في 32.12 ر أن > كثيفة ايا كان في ((ۀ .ه) "7 . 
یکن جعل كل تابع مضلعي رو «مرناً» بتعويضه في جوار كل 
زاوية بتابع )ې يقبل الاشتقاق باستمرار :7 مرة وقم مشتقاته عند 
نقاط تماس اضلاع المضلع تساوي قم المشتقات الموافقة ها للتابع (2) ر 
(الرسم 1.12). يمكن انشاء مثل هذا التابع سم مثلا في شكل مضلع 
درجته س2 (راجع 91.12 د). باجراء تشابه مركزه يقع في رأس 
الزاوية ونسبته صغيرة بكفاية يمكننا الحصول على مسافة بين (2) و و 
(#) ا صغيرة بالقدر الذي نريد . 


)0 
څې 2 
الر سم 1.12 


2 .62 . فضاء التوابع المستمرة المزود بالمسافة التكاملية . 


|. نرمز ب (۵ ,ه) "1 للفضاء المتري المؤلف من كل التوابع المستمرة 
الحقيقية ۵) ي على جال مغلق إن ,ه) > عند تزويده بالمسافة 
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2 3(22): : 
.| ()ا- () »| | - زا ,هام )1( 
ونرمز للفضاء المؤلف من نفس التوابع » عند تزويده بالمسافة . 


2 b 
(2) /[-لاضام‎ flO (>1 


بالرمز.(۵ ,ه) 1 
كنا اعتبرنا أيضا على فضاء التوابع المستمرة المسافة: | 
د ووو م = (ز #) م 
تولد المسافات السابقة (1). (2). (3)انماطا جد مختلفة من 
التقاربات وهكذا فإن متتالية التوابع ) ده البينة في الرسم 2.12 لا 
تتقارب نحو الصفر في الفضاء (1 ,0) “2# في حين انها متقاربة نحو الصفر 
في كل فضاء (4 ,0) 15 لأن: 1 1 
08 )7ه ا - 4 () ته | 
0 
ثم إن متتالية التوابع 0) و البينة في الرسم 3.12 متقاربة نحو الصفر 
في كل فضاء (1 ,0) م1 بحيث 9 > م وهي ليست كذلك في 
(ۀ ,0) ۶4 لأن: 
1 ا 0 پد ادد برهم | 
ب . إن الفضاء (ۀ ,») و ٠‏ ليس تاما وذلك مها كان .1 < م للبرهان 
على هذه القضية نعتبر متتالية توابع مستمرة (») پو محصورة بين 0 و1 
ومتقاربة لما ,مه + + نحو 0 بانتظام على كل جال (ع ء ,ه)» وغو 1 
على كل مجال(م ,م ب )2 [النقطةء نقطة مثبتة بين ه و ( ]. تحقق 
هذه المتتالية مقياس كؤشى في الفضاء (5 ,ه) 2.5 . ذلك ان لدينا: 


0 ناسنا سوا‎ b 


| | :ل‎ (8 — yu (a) ۶ dz = ۱ 4 ١ 38 | سه م2 به‎ 4e 
a a c—E هېه‎ 
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وهذا من اجل ہ و س كبيرين. لنشبت أن المتتالية (2) +8 غير 
متقاربة» وفق مسافة (ۀ ,ه) 15 » نحو تابع مستمر 





3 
/ 
z(t) 
/ 0 
1 | 1 1 : 
7 nf 
3.12 الرسم 2.12 الرسم‎ 


نورد في هذا السياق الملاحظة التالية. إذا تقاربت متتالية توابع 
( .. ,2 ,1= «) (ه) رل بالنسبة لمسافة (ط ,ه) اء نحو تابع مستمر 
(ه) م على جال (5 >> ± > م) = ۸ وتقاربت بانتظام على جال 
(۵ >> ه > م) = ۸ داخل ۸ نحو تابع .(#) م فإن المتطابقة () = o)‏ 
صحيحة في المجال و . ذلك ان لدينا في الفضاء :4 ,©) م1 العلاقتين: 


0 (1 = أ‎ [f ټ-()‎ (J|? da < max] fv (ع) وس ها‎ |" (4e) >0. 


مجع "الها )مرا Û‏ غه می زې mt‏ -م p” (f:‏ 


ومنه يأتي بفضل وحدانية النهاية (3 .33 - أ): (ه) بك (ه) / 
إن الفرض القائل ان المتتالية :(2) ول .(2) مل المنشأة اعلاه 
متقاربة, بالنسبة لسافة(8 ,ه) و1 . نحو تابع مستمر (س)ز يؤدي 
حسب ما رأيناء الى 0 - ر ۽ من اجل »ته 13 - ® من 
اجل ,ن ے ہے ب .لکن التابع (2) f‏ لا يستطيع › في هذه الحالة ان يكون 
مستمرا على المجال 65 >> ± > م مها كانت القيمة ©) أ 
ج. يقبل الفضاء(ة ,4) 1 . حسب النظرية العامة 18.3 التتمة 
۸ ,م 75 . من الطبيعي أن نطرح السؤال التالي: هل يكن اعطاء 
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عناصر الفضاء.(۵ ,4) 15 2 » المعرفة حسب النظرية 18.3 - أ بطريقة 
مجردة» معنى اقل تجريداً وذلك بتفسيرهاء مثلاء على انها توابع؛ الجواب 
عن هذا السؤال هو نعم مع الملاحظة أن هذه المسألة ليست بالامر الهين 
(راجع مثلا [16]). 


5 3. الفضاءات الشعاعية النظيمية 


2 ,13 . نريد تزويد فضاء شعاع 8 بمسافة؛ إنه من الطبيعي بهذا 
الخصوص ان نسلم بأن المسافة والعمليتين الخطيتين مرتبطتان بشكل يجعل 
إنسحاب نقطتين من نفس الشعاع لا يغير المسافة بينهها. ولذا يكفي 
تعريف المسافة بين كل نقطة (شعاع) ونقطة مثبتةء الصفر مثلا. إذن 
يكفى ان نصل كل نقطة ۸ع ± بعدد, وهو يمثل المسافة بين = وَ 0؛ 
يسمى هذا العدد نظم الشعاع ږ. 
نقول عن فضاء شعاعي ‏ إنه فضاء حقيقي نظيمي اذا تمكنا من 
ايصال كل شعاع 8 ع ته بعدد ۱| (رمز له احيانا ب ۱٧٤١‏ أو 
۸ || ) يسمى نظم الشعاع « يتمتع بالخاصيات التالية : 
. 0< || إن كان 20 ۰ 0= |0| . 

.ب .| | | »| امه( من أجل کل برع ۾ وکل عدد حقيقي.» . 
ج .ا۷ا +21 >| و + »| من اجل كل ږا و بن في ۸ (مسلمة 
الثلث). ` 
نضع تعريفا | س «| بت رب به م:. من السهل اثبات ان مسلات الفضاء 
المتري محققة ( نترك البرهان للقارىء )؛ ينتج من ذلك ان كل فضاء نظيمي 
فضاء متري وهكذا نستطيع في فضاء نظيمي قياسي المسافات بين الاشعة 
واستخدام الانتقال الى النهاية: نقول عن فضاء نظيمي تام إنه فضاء لباناخ. 
(أو باناخي). نقول عن فضاء شعاعي غير مزود بنظم (أو بمسافة) إنه 
فضاء تآلفي . 
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2 .23. أ. إن الفضاء 080 “8 المؤلف من كل الفضاءات الحقيقية 
۵) م ١‏ لمستمرة والمحددة على فضاء متري 211 وهو الفضاء الذي اعتبرناه 
كمثال لفضاء شعاعي  31.12(‏ ع) ولفضاء متري (32.12 - ب) يمثل في 
نفس الوقت مصدراً هاما للفضاءات النظيية. يُعطي نظي في (010) ۸° 
اور .| 9( | lz Il = sup‏ )1( 


نرمز هنا لنظم تابع ۵)« با «١۱١‏ بدلا*×. وذلك لابداء 
الفرق بين نظم التابع ۵)« بصفته عنصرا من الفضاء(30) ۸ وبين قيمته 
المطلقة المتعلقة ب + . إن المسلمات 13.12 أ ح التي تعرف النظم بديهية 
في هذه الحالة. بصفة خاصة نتأكد من مسلمة المثلث کالتالي : 
> | 2) | +|2)0| >> | )2 + ۵) | 
|١ lly |]:‏ || ع | 0) sup | )( | ۳ sup ly‏ < 


ثم نعتبر الحد الاعلى في الطرف الايسر فنحصل على المتراجحة المطلوبة : 

۱١-٣ ل۷‎ || >> ١| ١١ Il ll 
ب . نعمم الآن الثال » بأن نعوض فيه ا حقل ۸ للأعداد الحقيقية بفضاء‎ 
حقيقي نظيمي كيفي ع . وهكذا فإن عناصر الفضاء الجديد00 8 هي‎ 
التوابع المستمرة والمحدودة() :هد العرفة على الفضاء المتري 164 ذات الق‎ 
. 8 في الفضاء النظيمي‎ 

من الضروري ان نثبت بأن العمليتين الخطيتين على مثل هذه التوابع 

تؤديان الى توابع من نفس النمط. إذا كان لتابعان()«ه و۵)« 
يأخذان قيمها في 5 وكان محدودين وَ: 

sup ٤١ )۵ | ¥ = sup ly (D |:‏ = 2 
فان التابع :۵) az (0) + By‏ = )( 2 حدود ايضا من اجل 
كل »و ع حقيقيين لأن 


>> | 8||)2|ا+|0)*|| »| >؟>| 0) 87 ۳ ۵) هه | 
٣١ +811‏ »| >> 
وهذا من اجل كل .غ . ش 
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لنثبت ان التابع () رم + ۵)عۀ ‏ #۵): مستمر من اجل 
0 = ا كا هو الحال بالنسبة للتابعين ۵)«# و ۵)« . يکن افتراض 
0 مدهو 0ع م . نثبّت عددادجام ونختار 0< 6 بحيث تؤدي 
المتراجحة 8 > (2 #)ام الى 
جو > |( «- وا جد > |() ه-() ا 
لدينا في هذه الحالة : 


|۶ )١(-2 )٤و(‎ || يبح () | زق اع | (۵) سح ۵) زه‎ )۵ | > F4 =e, 


وهذا يثبت استمرار التابع : ) وم + ۵) مت = ۵) د من اجل رع د¿ . 
ندخل في الفضاء 09 النظم بالدستور (1)» حيث يرمز 
lz )( |‏ بالطبع للنظم في الفضاء! : 
إذن فإننا شيدنا الفضاء(0) ۴۳ المؤلف من كل التوابع 9) ب 
المستمرة والمحدودة على الفضاء المتري 26 تأخذ قيمها في الفضاء النظيمي 
.R‏ ا 
نشير الى ان الفضاء (0) ۴۲۰ يصبح تاما إن كان الفضاء 1 كذلك 
(12 .32 - س) 
2 .33 . امثلة اخرى في الفضاءات النظيمية . 
. نستطيع ادخال نظم على الفضاء المتري (ط ,ه) ,,2/ (52.12) 


. : بوصع‎ 
(1) | || = max {lz (D |, lz’ )۵ ىا‎ || ) I} 


من السهل التأكد من سمسلات النظم ٧‏ دج 
ب . نستطيع ادخال نظهات على الفضاءات المترية (5 ,ه) ± (62.12) 


وذلك بوضع . 000 
(n>1).‏ ول || ۱۶١-۷‏ )2( 
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من السهل التأكد من مسلیات النظم 13.12 أ ج من اجل 1 = م » 
اما في الحالة العامة (4 < «) فإن التأكد من مسلمة المثلث تتطلب بعض 
الصبر ( راجع التمرين 15). 

ج . تقبل الفضاءات النظيمية (ط ,ه) يله » (م ١۵‏ فضاءات ممائلة 
هامة في حالة البعد المنتهى. ليكن ,8 الفضاء ذي « بعداً المؤلف من 
الاشعة (ة ,... ,50) = ال عليه النظهات التالية:. 

(3) ١١-2 


دم ”لطا (Olelp=/‏ 


امعد عع ارو 


(Ol DE 


الذي نعرفه منذ 86.2 حالة خاصة من النظم ما »| الموافق ل .2= م . 
إن التنظيمين (3) وَ (4) ماثلان للنظيمين التكاملين في الفضاءين 

٤)) 8(‏ و( ,هم ع . اما النظيم (5) فهو ممائل للنظم 23.12 
(1) في الفضاء(۵ به) “2 ؛ إن ما يبرر الرمز | ر هي العلاقة 


الخاصة بالنهاية : 00 | 
٠‏ لا ر max l= lim‏ 
۸-1 موم 1 


(راجع التمرين 9 من الفصل 4). 
کنا في الحالة (6). قد تأكدنا من مسلات النظم 1 86.2 . أما في 
الحالتين (3) و (5) فإن ذلك يتم بدون صعوبة تذكرز . تبقى الحالة (4) 
التي لا يعتبر التأكد منها امرا بسيطا (راجع التمرين 1٠‏ 

خلافا للنظيات في فضاء تابعي . فإن النظیات (3)-(6) متكافئة من وجهة 
نظر التقارب الذي تولده: لاه + م فإن تقارب متتالية اشعه 


من لبديبي ان النظم الاقليدي : 
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( "چغ .. ,  )0”‏ ست نحو شعاع(مة ,. .,,ة) :دمن اجل أي نظم من النظهات 
(3)-(5) تعن تقارب « متتالية عددية: ,5 ج ”5 ,... ,وي ج ع 
سنواصل دراسة النظمات في فضاءات ذات ابعاد منتهية في 63.12. 
د . إذا عوضنا في الامثلة السابقة ‏ ب © فإننا نحصل على جموعة هامة 
من الفضاءات ذات الابعاد غير المنتهية. لنرمزء بصفة خاصة. ب ”أ 
(مه ‏ م > 1) لمجموعة کل المتاليات ا .. وگ وك التي تحقق : 
٢‏ ادم . نضع الا 5 ٢‏ باستخدام متراجحة 
الثلث في النظم || للفضاء ٨٠‏ وبوضصع راع (5) =3 « 
,م! ‏ (:) عدي يكن كتابة: ش 


/ ل۳‎ 1/2 2 
</ د‎ Pr ٢٣٥٢ 1 تت"‎ 
A=] h=1 


السلسلة Sim‏ وعلى : 


واا لوا || >> ”| مره ١ En‏ كلما دا 








من البديبي أن (:5ه) = مه ينتمي الى المجموعة 1١‏ مع 
()ئ) = ± وهذامناجل كل ن حقيقىء. كا ان 

اوه نان رف امي م ادا ود 
فضاء شعاعي نظيمي . يمكن البرهان على ان الفضاء با تام مها كان 
1 < م( التمرين 18). . 
2 .43. إن كل التعاريف وكل النظريات المتعلقة بالفضاءات التآلفية 
والفضاءات المترية (الخالية من بنية فضاء شعاعى) صالحة بطبيعة الحال في 
الفضاءات الشعاعية النظيمية. وهكذا يمكن في فضاء شعاعي نظيمي اعتبار 
مفهومي المجموعة المتوازنة والمجموعة المحدبة الذين ان من اا 
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نظرية الفضاءات التآلفية. 

أ. نقول عن مموعة م في فضاء شعاعى × إنها متوازنة اذا احتوت النقطة 
.#ه عند احتوائها النقطة * . 

ب. نقول عن مموعة 5 في فضاء شعاعي × إنها محدبة إذا احتوت 
النقاط: ,1 - م نه ,0< 8 ,0< 2ه Êy,‏ + مه z=‏ 


عند احتوائها النقطتين » ور . يعني ذلك هندسيا انها تحوي القطعة 
المستقيمة ذات الطرفين د وب 0 
ج . تستعمل النظرية التالية بنية الفضاء الشعاعي وكذا النظم أي أن ميدانها 
الطبيعي هو الفضاءات الشعاعية النظيمية. 
نظرية. إن كل كرة (م> |:| :#) ع ى لفضاء شعاعى نظيمى ۸ 
جموعة متوازنة ومحدبة ومغلقة. ١‏ 1 
البرهان. إذا كان م > || فإن ,م > |+| = | | وهذا يبين أن 
الكرة جموعة متوازنة. اما كونها مغلقة فينتج من 15.3 ب. بخصوص 
خاصية التحدب نلاحظ ان مسلمة المثلث تعطي: 
رماع (a+ Bp‏ >> | 7[ 8 + | | » > | برق غه | 

وهذا عندما يكون م>>| 2[ >| لا . 0<» » 0<م› 

1 ح م +» ؛ وهو المطلوب. 
د. إن خاصية تحدب كرة الوحدة هامة جدا حتى ان بامكانها تعويض. 
' مسلمة المثلث. لنفرض. بصفة خاصة. اننا ادخلنا في فضاء شعاعي × تابعا 
عدديا || يحقق المسلمتين الاو والثانية للنظم ووضعنا بدل مسلمة 
المثلث المسلمة التالية: 

الكرة (1> |+| :×€:) مموعة محدبة. 

لنبرهن على أن هذه المسلمة والمسلمتين 13.12 أ ب تستلزم 
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متراجحة المثلث 13.12 ج. من كل شعاعين )ېږ » 0ن فان 
و 1 ينتميان لكرة الوحدة؛ باستخدام المسلمة الجديدة نرى 
ان الع فك ست 1 ينتمي ايضا هذه الكرة في حالة .0<» . 





32٠ 0 : 47‏ 
,0> * :1ق له : 1 > | لمق + مه | 


.. 0۹ ۶۱ 5 الا 
سه صا کت وت ٢‏ ا ج 1211 


|| ٣ ۷۹۱۸ || ٣٢١١٧١ 


وهو المطلوب. إن کان احد الشعاعين ± ® J‏ منعدما فان متراجحة 

2 .53 . النظمات المتكافئة . 
متكافئان (أو هوميومورفيان) اذا كانت المسافتان المولدتان عنها 
هوميومور فيتين (43.3). اي إذا كان التقارب هحج د وفق احد النظيمين 
يكافيء التقارب « + ,= وفق النظم الآخر. وبالتالي فإن كل مجموعة مغلقة 
(مفتوحة) في × بالنسبة لأحد هذين النظيمين مغلقة (مفتوحة) أيضا 
بالنسبة للنظم الثاني . 
ب. لر ما هى الخاصيات الهندسية للكرتين: 

[zl Sp}‏ :1 © ه) = (م) وى 

(م >> | {rE X: lz‏ = (م) ول 
التي توافق تكافؤ النظيمين 12 او ..| ]| . كنا رأينا ان كلا من 
هذين الكرتين متوازنة ومحدبة ومغلقة بالنسة للنظم المعبر فيها. 
توطئة. إذ تكافأ النظهان! |1 .|| فإنه يوجد ثابت 0< .م 
بحيث تكون كل كرة (م) ۹۷ حتوية الكرة (م,٥)‏ وى ويوجد ثابت 
0< بحيث تكون كل كرة 0) و25 محتوية الكرة (مي©) وى 
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وبالعكس » إذا وجد ثابتان ؛» و .6 يتمتعان بالخاصيتين المذكورتين فإن 
النظيمين ١ا‏ 2 | و ,اج« متكافئان. 
البرهان. ليكن :6ه و وه ثابتين يتمتعان بالخاصيتين المذكورتين 


نفرض ان: .0 ج يع = با په 2 | . عندئذ فإن الكرة 
(ومامع) وى التي تحوي(م8) ډګ تحوي ايضا العنصر 


¬ د جحيث أن .وع/يرة > و[ ,نه « | يعني ذلك ان 0 ٣وا‏ پنه ‏ به | 
بطريقة مائلة ينتج من 0 ح يا ,نه شام | أن 0 ح په يإ 
وبالعکس» نفرض ان النظيمين,| 1 و ,| »| متكافئان لكنه لا 
يوجد الثابت المطلوب .© . حينئذ نستطيع من اجل . . ,2 ,1 ماد 
كرتين (ږم) ,8 > ("/رم) وى لاتحوي اول الثانية. اي انه توجد 
نقطة مه جیيام/ م >> و[ يرنه | .مم < ,| مت | ليكن م6 )په پر ؛ لدينا 
ځاحایورل 1/8 وز | الامر الذي يجعل المتتالية «# نوه 
بالنسبة للنظم الثاني وهو ليس كذلك فيا يخص النظيم الاول. إن هذا 
يناقض فرض تكافؤ النظيمين» وبالتالي يوجد ثابت .,» . كما ان الثابت 
۶ موجود» وهو المطلوب. 


ج. نتبجة. يكون نظان ,| »| .|| يكالان ادا ويقط دا 
وجد ثابتان >»١‏ و ي موجبان (تماما) بحيث تتحقق المتراجحة المضاعفة 


التالية من اجل كل 6 : 





الا كوه |> ها ره 
ذلك انه تحققت المتراجحة هده. ينتج من 0 جد | په ند (أن: 
0م په - | بي > وا #۰ - » |والعكس بالعكس الامر الذي يثبتتكافق 
النظيمين ,| د | دا« . لنفرض الآن بأن النظيمين ,| ]| و 
ها ٠#‏ متكافئان عندئذ يتبين من التوطئية ب وجود ثابت 20 بحيث 
تحوي كل كرة0) و5 الكرة (موء) ,5 . ليكن به د بإ | أي ان 
(0) يك ع ». تحوي الكرة (,م6/ه) وى الكرة (م) ,؟ إذن 
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٠‏ | = و06 > و| ته تثيت المتراجحة الثانية بنفس الطريقة. 
د . باستطاعتنا الآن تقدم وصف هندسي لأي نظم .| | يكافيء نظيا 
ثانيا ٥١‏ معطى. 
نظرية. نفرض ان لديناء في فضاء نظيمي 1 مزود بالنظم || © 
جموعة متوازنة ومحدبة ومغلقة 5 تحوى كرة (م) ,ى » وهي نفسها حتواة 
في كرة مم ,ى . يوجد عندئذ نظيم ,| »| يكافيء النظيم ,| | ويحقق: 
3 = (1) وى : 
البرهان. نختار شعاعا كيفيا0 ي ونعتبر نصف الستقم )لد » 
> > 0.إن نقاط نصف الستقې من اجل , كبير بكفاية» تنتمي 
فرضا للمجموعة 5 اما النقاط التى ها : صغير بكفاية فهى لا تنتمى الى 
9 . نضع (5ع ج :4{ هذ = ونه[ و .0 ب ,| 0|. لنثبت ان هذا 
النظيم الجديد يحقق السلیات 13.12أ ‏ ج وكذا الشرط المفروض: 
5 = (1 5 ,| ه| :2{ ٠.‏ 

لديناء من اجل 0عږی »ته لهو | > 0 وبذلك يتحقق المسلمة 
الاولى ثم لديناء من اجل 0< » : : 

es} =‏ تك شه ] تمد ES}‏ :| /ماسواصسه| 
وله ainf {7: Z ES}‏ = 

بما ان المجموعة 8 متوازنة فمن الواضح ان دا 2 |= و| 2 |؛ ومنه 
وا ٥١ ٥١١‏ = وا سه(من اجل كل بم حقيقي. 

لنثبت الآن بأن (1>ياء| :)=£ . إذا كان .ممه فإن لدينا 
بالطبع : لد تب 0 كدح و| | . نلاحظ بعد ذلك ان تحدب 
8 يستلزم تحدب المجموعة ب8 المؤلفة من نقاط نصف الستقم ٤/ږ‏ المنتمية 
الى 5.؛ وبالتالي فإن المجموعة یګ تحوي كل النقاط 2/2 المحققة ل 

[5 2 :] <+ وبا أن 5 مغلق فإن النقطة عر 

المحققة ل ı=inf (<: ES}‏ تنتمي ايضا الى 5 . إذن» 
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إن كان 1> €8 ج :+1 !منسينمد| فإنورهد» ينتمي الى 5 , 
وهو المطلوب. 
فيا يخص متراجحة المثلث المتعلقة بالنظم ,ان . وانها تنتج من 
2 مد لأن الكرة [1>را×ا:×) 
کا و ,|»*ا. ينتج ذلك من 
التوطئة ب» ذلك أن علاقة الاحتواء : (۶) ,1(65)ر65-5© S,)(‏ 
عنها : 
(م «) CS,‏ (م) cs,‏ (هم)5 من اجل كل 0>2. ما أن فرض التوطئة ب 
متوفر باعتبار 1/۳ -,» و ١‏ -,©؛ بتطبيق التوطئة نرى أن النظيمين ,ا*ا و 
٧,‏ و رج متكافئان. 
ر. النظيات في الفضاءات ذات الابعاد المنتهية. لنثبت أن كل 
النظیات. في فضاء شعاعي .3 ذي بعد منتهء متكافئة. 
ما أن علاقة تكافؤ النطبات علاقة متعدية #فانه يك الباق بعل أن 
كل نظم ۱۶١‏ يكافيء النظم الاقليدي غ لا /[ = اا حيث ال 
الاعداد Ên‏ سن مق احداثيات الشعاع + ضمن أساس م6 ولو A‏ 
نضم ١١‏ و ؛ لدينا من اجل كل .2610 المتراجحة: 
|| يك زمه | لاا > 0211 sesli‏ لآ |= lel‏ (1) 
لنثبت ان هناك أيضا ثابتاً .© يحقق التراجحة: 

و اوه > را ا )2( 
مها كان ,8 6 . لبلوغ ذلك نفرض ان العكس صحيح: توجد متتالية 
اشعة (...,2 ,68-1 تحقق دا( > || . نضع: 

)کہ ,... ,)= سم« . لدينا ١‏ فرصم ل سېا مو 
ومنه . 1.>|”"#|من اجل كل لم و” . با أن الكرة الاقليدية جموعة 
متراصة (69.3 - ر) فإن المتتالية (... ,2 ,1--7) »ل تحوي متتالية 





جزئية متقاربة ؛ نرمى بالاشعة الفائضة ونغير الترقيم فنتمك ˆ ينكذ من 
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القول أن التالية (۳/,.. .")یب هي نفسها متقاربة نحو 
شعاع y= (N <<<, n).‏ . حلدلند ند حسب 23.3 5 س‌. ان : 
E lim ۷, ..., n= lim 3539 :‏ (3) 


هب1 


بالانتقال الى النهاية في المساواة  ۶۴-٤٩‏ ))2 بجعل :7 يسعى 
الى . نحصل على 1- 04 !2 - »| > ومنه يأتي .0غ17 نعتمد 


على (1) ونلاحظ أن 0ح ىزمر( | يم > لات اق ان لامي 

من اجل النظم ٠٤١‏ . الا أن: ,0ح ايا 
0 ج ورلا . إن ما حصلنا عليه من علاقات يناقض i‏ النهاية (3 .33 
- أ). إذن اصبحت التراجحة (2) مؤكدة. 


نطبق الآن النتيجة + لانماء البرهان على مقولتنا. 











= ور[ دل | » ومنه: 


بصفة خاصة» وا أن الفضاء ,۸ تام بالنسبة للنظم الاقليدي «ا | 
(27.3 - ج) فإنه كذلك بالنسبة لأي 0 0 د 


O © $ 


12 .4 الرسم 5.12 اټ 5127 
س. لدينا ما يلي كنتيجة ا 00 اليه : 
إن التقارب بالنسبة لأي نظم في فضاء دغه ب يكايء 
التقارب بالنسة للاحداثيات. 
تبين الرسوم 4.12 _ 8.12 كرات الوحدة الخاصة بالنظیات loo:‏ ]اء» 

5 « م|2ا المعبرة كامثلة في 33.12 » من اجل .2 = 18 أما الرسم 
12 .9 فهو خاص بنظم من نط آخر. انظر التمرين 20 بخصوص الحالة 
.p <1‏ 
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الرسم 3.12 الرسم 8.12 الرمم 9.12 


2 .63 . إن الكرة 1 > | ج | متراصة في فضاء اقليدي بعده # (69.3 - 
ر). نلاحظ ان الكرة ٤‏ > || !| متراصة دوما في كل فضاء نظيمي بعده 
« إذ ان كل نظي يكافيء. حسب 53.12 دء النظم الاقليدي. هل 
توجد فضاءات نظيمية ذات ابعاد غير منتهية تكون فيها كرة الوحدة 
٤٥٤‏ متراصة؟ إن الجواب عن هذا السؤال هو لام فالتارص 
ذن خاصية مميزة للفضاءات ذات الابعاد المنتهية. 
توطئة. ليكن £ فضاء جزئيا مغلقا من فضاء شعاعي نظيمي 1 بحيث 
8 ج 8 يوجد شعاع ۴ 6 # بحيث 1-|#او 2121/2 - امن اجل 
كل العناصر 62 2 . 
البرهان . نختار ١‏ - 8 ع مز ؛ ليكن |د و7 | صا = ج من اجل 
عع .لو كان .0= z|‏ - من | م1 لوجدت متتالية 6 ,= تؤول الى 
:ا ؛ وبما ان 2 مغلق. فإننا نجد حينئذ8 € يد آ1ا = ولزوهذا يناقض 


! 
. 


الفرض . وبالتالي فإن 0> d‏ بحا عن شاع 8 ود بحيث 
و وهال 4- 

Jo - Zo | < 0‏ | چک سل په = ر لدينا || زيادة على 

ذلك ع zo + * | Yo—zo|‏ 1 مها كان ظرع 2 و: 


| ونه ولا | تدس وند ب ول 


1 
سے 7 س- 
ml ٢‏ اماع عط | ]| î‏ 


, 5 
وهو المطلوب. 


ب. نظرية (ف. ريس 81652 ۴۰) إن كرة الوحدة في فضاء نظيمى م 
ذي بعد غير منته ليست مموعة شبه متراصة. 





بیت |= | | 
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البرهان. ننشيء في كرة الوحدة للفضاء 23 متتالية 

نه ويرك وه ووك 219 من الاشعة البعيدة عن نعضها البعض بمسافة 
2< . ما ان مثل هذه المتتالية لا تقبل بطبيعة الحالة» اية متتالية جزئية 
كوشية فإن الكرة (1 > |١|‏ :#) =£ ليست مجموعة شبه متراصة. نختار 
به أي شعاع وع په بحيث 1 || . تشكل المضاعفات بعۀ هذا 
الشعاع فضاء شعاعيا جزئيا مغلقا.8 ,8 يوجد حسب التوطئة أ شعاع 
5 € و2 بحيث .1 = ] ونه | و2 < | © - من اجل كل :8 € د ؛ لدينا 
بصفة خاصة 1/2 < | يته - و اتشكل العبارات الخطية وعية + بب 
فضاء جزئية مغلقا.8 ت و8. يوجد» حسب التطوئة أ شعاع ,5 € ود 
بحيث 4= |وةا| د 1/2 < | ونه امن اجل كل :و رع # ؛ بصفة خاصةة: 
,12 < | ينه ح ونه | مه 1/2 < | په ونه | : 

بمواصلة هذه العملية نخصل على متتالية 

E...‏ من الفضاءات الجزئية ذات الابعاد المنتهية يمثل كل 
واحد منها جزءا ذاتية من ۸ (نظرا لکوٌن هذا الاخير ذا بعد غير منته)» 
وعلى متتالية: ... ,وت به من الاشعة بحيث .1/2 < | ,نه - مت |. کنا 
اشرنا في بداية البرهان الى أن ذلك يحل المسألة المطروحة. 
2 .73 . سلاسل الاشعة في فضاء نظيمي . يكن في فضاء متري اعتبار 
المتتاليات التقاربة لکن مفهوم السلسلة المتقاربة ليس له معنى. أما في 
فضاء شعاعي نظيمي فإن مفهوم سلسلة اشعة متقاربة له معنى. 
أ. لتكن السلسلة التالية المؤلفة من عناصر من فضاء نظيمي ۸ . 

په لاد ځا په ې وه (1) 

نقول عن السلسلة (1) إنها متقاربة في # إذا كانت المتتالية 
رولك حت 8 روت ٢‏ وه حت و8 » ... وهي متتالية المجاميع الجزئية, متقاربة في 
8 ؛ تكون في هذه الحالة النهاية په s =lim‏ للمجاميع الجزئية» تعريفا. 
مجموع السلسلة (1). اذا لم تكن متتالية المجاميع الجزئية 50 غير متقاربة 
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قلنا ان السلسلة (1) متباعدة في 11 ولا يكون لا في هذه الحالة أي مجموع. 

لكي تتقارب السلسلة (1) يلزم. ويكفي إن كان الفضاء 2 تاماء ان 
يتحقق مقياس كوشى : من اجل كل 0 < مه یوزد عدد ۷ طبيعى بحيث : 

٥د‏ > | ين ل ...ع lami‏ د | ره په )2( 
وهذا مها کان N‏ < 7 رو پرحاسم. ھ 
ب . اذا تقاربت السلسلة العددية المؤلفة من نظمات الاشعة 2١‏ . فان 
السلسلة (1) متقاربة ايضا في حالة فضاء ۴ قام. لأن. 
[Za |‏ ..ه. حك ] |S (ma‏ په كك , . . حك ma‏ 

ويمكننا تطبيق مقياس كوشى. 


ج . مقياس فايرشتراس ( 7761618888 ) تكون السلسلة (1 ) متقاربة إذا 
تحققت المتراجمات .»> || المتعلقة بالنظمات, من اجل كل « (ابتداء 
من رقم كيفي) وكانت السلسلة العددية .هلا متقاربة. 
: ې 
ذلك ان الفرض يؤدي الى تقارب السلسلة ای«الےا مع السلسلة مه 22 
1 
د. مقياس كوشى. تكون السلسلة (1) متقاربة إذا كان: 
1 مها 17 ومتباعدة اذا كان .1< إءد| صا .يتم 
البرهان كما تم في 41.6.ب بخصوص سلسلة عددية. 
ر. مقياس آبل - ديركليت (6اطءاط - 61طه) تكون السلسلة: 
به + utr + ata +... + daîn‏ (3) 
حيث ... ,وت ,بت اشعة من الفضاء ۴ و .:. ,وه به اعداد حقيقية' 
متقاربة في ۴۸ إذا آلت الاعداد .© الى الصفر وكانت هذه المتتالية" 
متناقصة وكانت: ,= + ...+ بت = #٣‏ حدودة (بالتنظم) بعدد مثبت.. 
طريقة البرهان هى الواردة في 6 .74 بعد تعويض الطويلات بالنظميات 
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س . مثال نعتر السلسلتين: 7 
dn COs nt,‏ > )4) 
0 


)5( 3 bq sin nt 
1 


في الفضاء .(3 ,6) #۰ . نذكر أن (8 ,©) ۸ فضاء تام (32.12 - س) 
وان التقارب بالنظم في الفضاء «(< ,ه) “8 هو التقارب المنتظم على المجال 
[6 ,ه۱ . ان نظيات التوابع c08 n‏ و sin nt‏ في الفضاء (5 ,ے) ۰ 
. لا تتجاوز 1 .إذن إذاكان©» > | مه | 2 أوه > | رة | 5 فإنالسلسلة(4) 
و (5) على التوالي متقاربة في الفضاء (5 ,4) “#46 (حسب مقيساس 
فايرشتراس) اي انها متقاربة بانتظام على (5 ها مها كان ده و.8 . 
في حالة تباعد السلسلة المؤلفة من الاعداد مه أو الاعداد رن . وشريطة 
أن يكون 810 (أو: 19[ه5) يمكننا استخدام مقياس آبل ‏ دي ركليت. 
لدينا فيا يخص مجاميع التابع ا مجيي او جيب الټام و 
ا © 
اذا تغير : في المجال [ه - 27 ,ها حيت,0 < م» فإن الطرف الاين من 
المتراجمة (6) حدود ويمكننا الانتقال في الطرف الايسر الى القيمة العظمى : 
مس /ل > بده 3 |S l=‏ عمد 
يضمن ذلك قابلية تطبيق مقياس آبل - دي ركليت في الفضاء 
(© - 25 ,ع) #۰ . وهكذا فإن السلسلتين (4) و (5)» ضمن الفرض 
٠0‏ يمره و 0 ٠‏ ,۵ متقاربتان بانتظام على كل مجال [ه - 27 ,8]. قد 
تکون السلسلتان غير متقاربتين بانتظام على المجال 271 ,10 (على الرغم 
من تقارب التوابع الجيبية عند كل نقطة) سنرى اسفله ان: 


0 pour t=Û etl t= 25 
5ك‎ 2 pour 0 1-274 


(7) 


مرح 


و ها و صا 


)8( 


2٠‏ >> 1 >> 0) اچ هه |2 ٠‏ = زور ووی ل 
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إذا تقاربت السلسلة (7) بانتظام على .271 ,10ء اي بالنسبة لنظم الفضاء 
.2 ,0) ۴ فإن جموعها (): ينتمي الى هذا الفضاء وبالتالي يصبح 
تابعا مستمراً على 281 ,0] . الآ اننا نرى من خلال (7) ان التابع 
s )‏ متقطع عند النقطتين 0 و25 » وبالتالي فإنه ليس هناك تقارب 
منتظم ل (7) على المجال 0,2). 

ان موع السلسلة (8) غير محدود في 2×x[‏ ,0] وبالتالي فإن هذه 
الاخيرة لا تتقارب بانتظام ايضاء على 271 ,0) 

ليس هناك تقارب منتظم للسلسلتين (7) و (8) على المجال المفتوح 
20 ,0( . 
2 .83 . تتمة فضاء نظيمى . كا هو الشأن بالنسبة للفضاءات المترية فإن 
القضاءات التليمية قد كون تامة او غير قامة اذا كان لديا فضاء تليس 
۴ غير تامة فإننا نستطيع تتميمه بايجاد فضاء متري تام يحوي 
3.8 8) 8 زيادة على ذلك. فإن تتمة فضاء نظيمي فضاء ليس متريا 
مس لما حففع ضر طلست لطعي رقنا هون 
مسلات الفضاء النظيمي . 

كمنا عرفنا عنصر × من تتمة فضاء متري 11 كرمز موافق لصف 
مؤلف من متتالية كوشية متحدة النهاية في الفضاء 1 . ليكن الآن 8 فضاء 
نظيمياً عندئذ اذا جمعنا حدا حداً عناصر متتاليتين كوشيتين 
لب نو وه و دن ولا ده #9 لا صل على متتالية: 

ده Fn,‏ په وه Ya,‏ سا Ta‏ وواه FY‏ وه 

هي متتالية كوشيه لأن 


ll (en + Yn) — (zm ې‎ Ym) | > (Zn — Tm || + || Yn — Ym ۰ 


إذا عوضنا هنا المتتالية (هه) بمتتالية متحدة النهاية ‏ (مم) والمتتالية 
(7) بمتتالية متحدة النهاية (942) نحصل على متتتالية يجاميع 
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وو + (e‏ متحدة النهاية مع المتتالية (ملا + م8#) لأن: 
(za + yo) — (zn + n) || >> || — zn, I+ Il — vn ||‏ || 

يسمح ذلك بتعريف جمع عناصر الفضاء.1 . 

نختار في صف × متتالية كوشيه (,) وفي صف ۲ متتالية كوشية 

() ؛ نعرف مموع برو ۲ على أنه الصف الذي يحوي متتالية كوشي 
{an + yn}‏ . ا 

تؤكد الاستدلالات السابقة» بصفة خاصة, على ان نتيجة الجمع لا 
تتعلق باختيار المتتاليتين (یه) و (م#) في الصفين * و,۲ على التوالي. 

نعرف بطريقة مائلةجداء صف × في عدد ۸ كا يلى: نختار متتالية 
كوشية (22) في الصف × ونعرف الجداء ۸ على انه الصف الذي 
يحوي المتتالية الكوشية (,) . نترك للقاريء مهمة اثبات سلامة هذا 
التعريف . 0 

من السهل التأكد من المسلات 12 .11 الخاصة بالفضاء الشعاعى ؛ يتبين 
من التعريف نفسه أن العمليتين الخطيتين على الصفوف تردان الى لعمليتين 
الموافقتين لما على عناصر الفضاء الاول. بصفة خاصة يتألف الصف 0 من 
كل المتتاليات المتقاربة نحو 0 في الفضاء .1 . ش 
يبقى ان ندخل نظا في الفضاء کچ وان نتأكد من المسلات 13.12 أ 
ج نعرف نظيم صف × بالدستور: 

|| که‎ || = p(X, 0), 

حيث يرمز أ للمسافة في الفضاء المتري التتمة 1 (1(28.3)). بعبارة 
.اخرى لدينا:(0 مع) م هنا = || حيث به متتالية كوشية من الصف 
× . اذا كان0 = || × [افإن.0 = || ,نه || وناي ان المتتالية (,ه) متحدة 
النهاية مع المتتالية )0,0,...١‏ التي تعرف الصف 0؛ إذن 0‏ تر وبذلك 
تأكدنا من المسلمة 13.12 أ. بعد تثبيت متتاليتين كوشيتين .(») و 
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(«#) في الصفين ,× و .عن التوالي. نختار في الصف + 2 المتتالية 
الكوشية.(«لا + {Zn‏ ما ان: || Yn || >> | Fn Il + ll Vn‏ + م# |أأفإن : 
lim || ya || >‏ + || مه || yp || < lim‏ + يزه || Y || = lim‏ + ې || 


HY ||,‏ || 8 || 
وبذلك نتأكد من المسلمة 13.12 ج لدينا بطر يقة ممائلة: 
Il > ۱۸ ||| X Il,‏ م || ۱١ [lim‏ > || مع || lim‏ = || ۱۱۸ 
وبذلك نتآكد ايضا من المسلمة 13.12 ب. انتهيا من البرهان على. 


مقولتنا . 

2 .93. الفضاءات الشعاعية العقدية النظيمية. 

أ. اعتبرنا في 83-12-13.12 الفضاءات الحقيقية النظيمية إنه ليس من 

الصعب ادخال مفهوم فضاء نظيمي على حقل الاعداد العقدية.*). ان مثل 

هذا الفضاء هو تعريفا فضاء شعاعي عقدي ) يسمى فضاء عقديا نظيميا 

إذا وصلنا كل شعاع 260 بعدد غير سالب |2]'ء وهو نظيم الشعاع 

» يحقق الشروط التالية: 

1) 21<0| إن كان 0 ع جه ع0ح| ۱0 ,¢ 

2 || »| د إضمه| من اجل كل 6 © #ومن اجل كل © عقدي. 

63 +1 2| > إن + إمن اجل «ر « في © (مسلمة الثلث). 
بما ان الضرب في .كل الاعداد العقدية جائز في فضاء عقدي فإن كل 
فضاء نظيمي عقدي هو في آن واحد فضاء نظيمي .حقيقي . وبالتالي 

نستطيع تمديد صلاحية خاصيات الفضاءات الحقيقية النظیمیة. مباشرة او 

بشكل فيه تغير طفيف الى الفضاءات العقدية النظيمية. بصفة خاصة فإن 

فضاء نظيميا عقدياء مثل الحالة الحقيقيةء فضاء متري مزوداً بالمسافة' 

المعرفة بالدستورم يني | = ( #) م . ظ 

ب . إن الفضاء المؤلف من كل التوابع () » ذات القم العقدية المحدودة 

: لا يكن تعمم التعريف التي حالة فضاء شماعي جل حقل كيني × لأن القية الطقة ما غي معرفة 

من اجل العناصر » في حقل كيفي × 


65 


والمستمرة على فضاء متري 1 المزود بالنظم : 

|200١ ٢‏ صمه ع || اا 
فضاء همقدي نظيمي؛ نرمز له ب 009 "© . إن هذا الفضاء تام 
(32.12 - س). 


ج . يمثل الفضاء المؤلف من التوابع ()« العقدية المستمرة على جال 


la, ù).‏ المزود بالنظم: 
b‏ 2 
Neln=]Y/ ||‏ 


فضاء عقدي نظيمي؛ نرمز له ب (۵ ,)٠م‏ (أو باختصار ب: 
Lp (a, ù)‏ كما هو الحال فيا بخص التوابع الحقيقية إذا استحال وجود 
اي التباس) . 
د . إن الفضاء المؤلف من كل التوابع () « المستمرة والمحدودة على فضاء 
متري ,71 قيمها في فضاء عقدي نظيمي ,0 الزود بالنظم: 

sup lz (D |‏ > || || 
(حيث يرمز | 0) #| للنظم في الفضاء © )» يمثل فضاء عقديا نظيميا؛ 
نرمز له ب .(01 *0 . إنه تام إن كان € كذلك (32.12.س). 
ر. بعد اجراء تغيير طفيف تصبح امثلة الفضاءات الحقيقية النظيمية ذات 
الابعاد المنتهية الواردة ضمن 32.12 ج امثلة ماثلة لفضاءات عقدية 
نظيمية ذات ابعاد نتهية: يكفي تعويض الشعاع الحقيقي رع ,..,,5) = ند 
بالشعاع العقدي (إي اعتبار الاحداثيات يه ,... ,5 كاعداد عقدية) 
وكتابة في الدستورين (6) و (4) ٧١٤٧ ٣‏ و"ا«5| بدل 8# ؛ وڅ 
بنفس الطريقة نحصل على الفضاءات العقدية الماثئلة ل ”أ ذات الابعاد 
غير المنتهية  33.12(‏ د). 
س . نقول عن جموعة ۴ في فضاء عقدي نظيمي '0 إنه حدبة مطلقا إذا 
احتوت كل لنقاط ذات الشكل .يم + عه : حيث © و م عقديان 
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يحققان ٧8٥‏ » عند احتوائها النقطتين # و« . إن كل كرة 
( >| -*|:0» ) في فضاء عقدي نظيمي مجموعة حدبة مطلقاً. 
ص . تبقى شروط تكافؤ لالنظمات في فضاء حقيقي. نظيمي (53.12 أ - 
س) قائمة بخصوص النظهات في فضاء عقدي. بصفة خاصة. إن كل 
نظيمين في فضاء عقدي بعده منته متكافئان. كما ان التقارب بالنسبة 
لواحد منها هو التقارب بالنسبة للإحدائيات. إن كل الفضاءات العقدية 
النظيمية ذات الابعاد المنتهية فضاءات تامة كما هو الحال فما يخص 
الفضاءات الحقيقية. 

ط . بعد البرهان فيا يتعلق بالفضاءات الحقيقية» على نظرية ريس حول 
عدم تراص الكرات في فضاء نظيمي ذي بعد غير منته يصبح البرهان على 
نفس النظرية في الحالة العقدية امراً مقتضياً. 


ع. ان كل نظرية تقارب سلاسل الاشعة في فضاء نظيمي الواردة في 
2 بخصوص فضاء حقيقي تمتدء بدون اي تغيير» الى حالة فضاء 
عقدي نشير هنا الى مثال مميز. لتكن سلسلة القوى: 

»)وه Î‏ 
حيث 2 ووج2 عددان عقديان والمعاملات «© عناصر من فضاء عقدي 


نظيمىي وتام .0 5 إن هذه السلسلة متقاربة داخل القرص ذي نصف القطر : 
1 
Ta aa.‏ 
I‏ لست 
التمرکزة في النقطة 20 » ومتباعدة خارج هذا القرص. تثبت هذه النتيجة 


مثل دستور كوشى ‏ هادامار الوارد في 26.6 بتطبيق مقياس كوشى 
232 د. 


ف . إن التتمة € لفضاء عقدي نظيمى 0 تنشأ كا هو وارد في الفضاءات 
الحقيقية (83.12) وتمثل فضاء عقديا نظيميا تاما. 
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8 4.12 . الفضاءات الطيليرتية. 

2 .14 . نستطيع في فضاء نظيمي قياس المسافات ولا يمكننا قياس الزوايا 
الامر الذي يضيّق امكانيات التفسير الهندسى. لديناء تعريفاء في فضاء 
هيلبرتي جداء سلمي للاشعة يمكننا من التعبير عن اطوال الاشعة وكذا 
الزوايا التى تشكلها. هاهو التعريف المضبوط للجداء السلمى: نقول عن 
فضاء شعاعي حقيقي ٨‏ إنه فضاء هيليرتي اذا عرفنا من اجل كل شعاعين 
كيفيين » و ر من ل1 عدداً حقيقياً ره يسمى الجلاء السلمي 
للشعاعين × و ل۷ يتمتع بالخاصيات التالية: 

أ. 0< نه )z,‏ اذا كان:,0 عدم 0= (0 ,0) . 

ب. و به) = (ه )اما كان # رلا في . 

ج. 2 ,#) » = (ن ,عه) مها كان د« ول في 1 والعدد الحقيقي.ى 
د. 2 )دو بم = و ,ودع مها كان ع 5.2.9 قي11. 
يأقي من المسلات ب - د الدستور العام ( بالتدريج) التالي: 

)1( (3 Uj لد و22‎ Baya) = لګ د‎ ayn (js Yn). 

: 4= يسار 1= اسو 
إن المسلات السابقة متعلقة بالفضاءات اطيلبرتية الحقيقية؛ سنقدم اسفله 
المسلات المتعلقة بالفضاءات الميلبرتية العقدية (44.12). 
12 .24 . أمثلة . 
أ . إن الفضاء الاقليدي ذي.« بعداً + الذي ادخل ضمن 86.2 بالجداء 
السلمي المعرف بالدستور: 

(1) (e, 9) = ولا‎ 

حيث ليث ,... یځ) حدم >٠‏ للم" ,... ٠,‏ = لا » يحقق الشروط 
الواردة اعلاه. 
ب. يمكن تزويد الفضاء ذي« بعدا 2 بجداء سلمي آخر. انه من السهل 
تمييز كل الجداءات السلمية الممكنة في ,4 . إذا کان 72 ,#) جداء 
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سلميا في ,8 وکان ,روي 9 ساي » ,»< = ن يمثلان نشرا عنصرين ۾ 
و # ضمن اساس »...مه (57.2) فإن لديناء حسب الدستور 
12 .1(14): . 

(z, 0 )2 nen, و‎ yey) = ZÎ رنه‎ (e, €) 


وهكذا يكفي معرفة قم الجداء السلمي من اجل اشعة الاساس 

(ره . ره)» عند ذلك يعين الجداء السلمي لشعاعين كيفيين »ل 
بطريقة وحيدة حسب الاعداد ٠۸(.‏ ,ره) = برت . يجب على الاعداد 
یره أن تحقق شرط لتناظر رمه = (ره ,م©) = (يه ,ره) = ره 
والمتراجحة: 0< Enon‏ 89 = (ه ,نه) 


وهذا من اجل كل 0ع 2 .. يعنى ذلك ان المصفوفة || «ره || متناظرة 
ومعرفة موجبة. يبرهن في اير ان المتراجحات التالية تمثل شرطا لازما 
وكافيا لكي تكون مصفوفة متناظرة || oya‏ || معرفة موجية: 


0# ... وړ0 
وره ووم 


On1 . .هوه‎ Onn 


وبالعكس فإن كل مصفوفة متناظرة ومعرفة موجبة || © || تعرف 
حسب الدستور: 


و )سو 








0< ريه 
ووه بوه ولاح وو 








(z Y) = 2 BIROJ, 
. جداء سلميا في الفضاء ,۸ » يحقق المسلمات 14.12 أ - د. يكن للقارىء‎ 
بعد كل ما قيل القيام بالبرهان دون أدنى صعوبة.‎ 
المؤلف من التوابع الحقيقية المستمرة‎ ٠ * ج. ندخل في الفضاء 3 ,ه)‎ 
جداء سلمياء مثلاء انطلاقا من الدستور التالي الذي يعتبر بمثابة الماثل‎ 
:)1( المستمر للدستور‎ 


b 


)2( (۵)ل ,#)ع)‎ = Û (Dv (8) dt. 


60 
* راجع 141 69.7]. 
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إن التأكد من مسلات الفضاء الميلبرتي بخصوص هذا التعريف امر يسير 
نظرا للخاصيات العتادة للتكامل. ( هناك طرق اخری لتزويد الفضاء 
۸٤)», 6(‏ بجداء سلمي). 
تد . نعتبر الفضاء الشعاعى را1 )12 8 - د( المؤلف من كل المتتاليات 
العددية (... روك عانم بحيث 0م هڅ د . نعرف الجداء 
السلمي (ل ,ء) لشعاعين :€1 (یځ) = 2ت JE;‏ = ل بالدستور: 
J bim.‏ = ,( )3( 
إن التقارب» وحتى التقارب المطلق » لسلسلة الطرف الاين ينتج من 
المتراجحة 59 -ل )٥‏ ج > | 0ه ] القائمة من اجل كل ثنائية عددين 

حقيقيين ۾ وط . كما ان المسلات 14.12 أ د بديهية في هذه الحالة. 
وهكذا فإن الفضاء ,1 فضاء هيلبرتي. يطابق النظم المولد عن الجداء 

السلمي (3) نظي 1١‏ المدخل في 33.12 د. 
2 .34 . هندسة الفضاء اميلبرتي . 

أ. كنا استخلصناء منذ 86.2, متراجحة كوشي - بونياكو فسكي: 
(az, |< ٢۱), 2Y, 7‏ 2:0 
بالنسبة لشعاعين كيفيين « ون من فضاء TT‏ 

نستعمل سوى مسلات الفضاء اطيلبرتي). 

نزود الفضاء اهیلبرتي ]78 بالنظم: 

Vz, =).‏ + سح | نت | 

يمكن التأكد بسهولة من المسليات 2 لفضاء هيلبرتي : تنتج المسلمة 
2 _ أ من المسلمة 14.12 أ, والمسلمة 13.12 ب من 14.12 ج. 
اما فما يخص مسلمة المثلث 13.12 ج فاننا استخصلناها من مسلات 
الفضاء الميلبرتي ضمن 86.2 باستخدام التراجحة (1).. 

وهكذا فإن کل الفاهم والخاصياث المرتبطة بوجود نظم قائمة في 
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الفضاءات اهیلبرتية. لکن لما كانت هذه الفضاءات تمثل حالات خاصة من 
الفضاءات النظيمية فإنه من حقنا ان نتوقع ان يعطى نظم الفضاء الهيلبرتي 
خاصيات أخرى مميزة. ها هي خاصية من هذا النوع: 
توطئة حول متوازي الاضلاع:. لدينا المساواة التالية من اجل كل 
شعاعين » و « من فضاء هيلبرتي11 : 
| || 2م «۱١ = 2 ٢۱‏ -« || ل | بو + || (3) 
(« إن مجموع مربعي قطري متوازي اضلاع يساوي مموع مربعات 
. اضلاعه ). 
يتمثل البرهان في تحويل بسيط: 
= زنع سا يد ,لاس ټ) + ينع + ده رين + 2) ) = 2 || ۷ي gy ||: + [|] a‏ عل lz‏ 
e + 2 ), «( = 2 || |6 ٢ 2 || ١ ٠‏ ,ه) 2 = 


يكن البرهان على انه اذا حقق نظم فضاء نظيمي الشرط (3) فإن 
هذا النظم مولد عن جداء سلمي (التمرين ٢‏ 

ما هو شكل سطح الكرة  1(‏ || 2 ||) في 8 في الحالة التي يكون 
الدستور: و ,چ = || || (راجع 86.2 - أ)؟ 

لديئنا فى هذه اخالة: 

Eyn (ej, e») =1,‏ 2 ب وي اد دز كك و32 

أي أن سطح الكرة 1 - ||« || سطح ذو ل 
انه حدود فهو يمثل سیا ناقصياً. 
هيلبرتي 1 . لنثبت ان : Yn) > (Zz, YJ).‏ ع 
لدينا بالفعل : 


(Zn, Vn) - )# y - Jn) 3 (x — Tn Yn),‏ و J)‏ و 
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ومن المتراجحة (1) يأتي: 
J) — (Zn, yn) | < || 2 || || Y — Yn || +‏ ,7( | 
مل ||( || پنه سه( ې 


يؤول الطرف الايمن الى 0 لما „ يؤول الى - لأن 0ج || وون || و 
(la — x, || >0.‏ ولأن المتتالية المتقاربة Jn‏ حدودة (33.3 - ب). 


ج. يكن في فضاء هيلبرتي ليس فحسب قياس اطوال (نظهات) الاشعة 
بل ايضا الزوايا تشكلها هذه الاشعة. نعرف زاوية شعاعين غير منعدمين ‏ 


1 <⁄ 
و ل بالدستور: y)‏ ,3) 005 


MW. 
1۶1171 
.) ]0, :[ تضمن المتراجحة (1) وجود هذه الزاوية (في المجال‎ 

د. نقول عن شعاعين سن و « من فضاء هيلبرتي ]7 إنمما متعامدان اذا 

كان 0= (# ,2) . اذا كان 0 ع ع و0 عد « فإن هذا التعريف يعنى ان 

زاوية الشعاعين « و ل تساوي 2 . إن الشعاع المنعدم عمودي على كل 
شعاع. 
يكتب شرط التعامد في فضاء اقليدي ,8 بالجداء السلمى 1(24.12) 
باعتبار شعاعين: (ة ,... 86) ع ته و (م ,... )حسم عل 
الشكل : ش ش 
.0= يځ 2 
٩ h1‏ 
ويكتب شرط التعامد في الفضاء التابعى (ط ,ه) هر بالجداء السلمى. 
2 باعتبار الشعاعين )×= ± و 100 . على الشكل: 


b 
jz y(at=0. 


ر. إذا كان الشعاع # عمودياً على الاشعة .رن ,... ,با » فهو عمودي 
على كل عبارة خطية ملاسه + ...+ یه . ذلك أن: 


(z, ولؤيه‎ +... + amin) = O (ZF, Vy) +... 
... + Amz, Ym) = 0. 
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ومنه ينتج ان مجموعة کل الاشعة التعامدة على شعاع ±٠(أو‏ على كل 
شعاع من جموعة مثبتة 11 € 76 ) تشكل فضاء جزئیا في 11؛ يسمى هذا 
الفضاء الجزئي المكمل المتعامد على (أو ل) الشعاع ‏ (المجموعة × على 
التوالي ) . 
س . نظرية فيثاغورس وتعميمها . نفرض أن شعاعين ± و س متعامدان 
(أو وتر) المثلث القائم الزاوية المنشأ على الشعاعين 2 و./ا . بتشكيل الجداء 
السلمى للشعاع س + نت في نفسه وباستخدام تعامد بت و # صل على: 
سح( (z, y) +(y,‏ 2 + (ه y) = (x,‏ + د y II" = (z + y,‏ + ته || 
٢ lly ٠. : ۱‏ :|| م || = 
آثبت في فضاء هيلبرتي كيفي نظرية فيثاغورس: مربع القطر (او 
الوتر) يساوي مجموع مربعي الضلعين الآخرين. من السهل تعميم هذه 
النظرية الى حالة عدد كيفى من الحدود: لتكن په ,... یه أشعة 
متعامدة مثنى مثنى وږه ل ...+ بے = ب لدينا : 
= زر + ...+ ونه za,‏ + دنه ل ly ۱١ = (z‏ 
lla +... + ||‏ = 
ص . العامدة. للحصول على جملة اشعة متعامدة» نلجأ غالبا الى معاملة 
جلة معطاة غير متعامدة. نعرض هنا كيفية المعامدة. لتكسن 
Tn ٠۰٠‏ وهه ه ولك وال جلة اشعة في فضاء هيلبرني 1 نفرض ان 
كل جلة جزئية منتهية 2 ٠...١‏ ووه من الجملة السابقة» مستقلة خطية. 
باستخدام الدساتير : : ٠‏ 
وال حت ولا 
Da,‏ وندووت = Ya‏ 


(4) ys =agıtı + ود وتووه‎ 


Jn = ون وږل‎ Anata حل‎ ... An, وو سه‎ + Tn, 
ا الو په اعا د من اغصون مل جا‎ 
. من الاشعة غير المنعدمة والمتعامدة مئنی مثنى‎ Vi, .» وم م‎ In: ooo 
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تسمى الدساتير (4), بمعاملات بر» جيدة الاختيارء دساتير العامدة. 
إن وجود حل هذه الجملة يحقق الشروط المطلوبة المتعلقة بالتعامد يثبت 
بسهولة بطريقة التدريج. لرؤية ذلك نفرض أننا انشأنا الاشعة 
سلا ...لا غير المنعدمة والمتعامدة مثنى مثنى والمحققة 
للمعادلات الاولى البالغ عددها1 - ٣‏ في الجملة (4 ). نبين بعد ذلك أنه 
بالإمكان ايحاد شعاع ہل يحقق المعادلة ذي الرتبة × في (4)» وعمودي 
على الاشعة وملا ...یز . نبحث عن الشعاع بن في شكل عبارة 
خطية للأشعة #۰ ....دلله وهذا على النحو: 
٢ ns 0‏ ووااو-و روط + ...+ ولوت = Yn‏ (5) 
حثث ومن ,... ,رن هي الاشعة المحصل عليها سابقاء و: 
سوه 8.٠.‏ هي المعاملات الواجب تعيينها. بضرب العادلة 
(5) سلمياً في + (حيث(7 > ) وباستخدام التعامد المفروض ل +2 
عل: لاه ل ول ...440.2 فصل على: 
(Fn, Va).‏ حك (Yns Ya) = Dan (Yr, YR)‏ 
بجعل الطرف الايمن مساوياً للصفر نصل الى معادلة بالنسبة للمعامل 
٨‏ قابلة للحل لأن ٥ج«‏ ) وهذا حسب فرض التدريج. 
عندما يتم وجود كل العاملات يميمة ٠٠ ٠,‏ ووو فإن المساواة 
(5) تعين الشعاع مل . يكون هذا الشعاع. انشاء » عموديا على كل من 
الاشعة 2 وبا ,... ,رن » يبقى ان نشت بان.0 عو رن . من اجل ذلك 
ننقل في المعادلة رقم م في (4) عبارات ملا ...مس المحصل 
عليها من المعادلات السابقة البالغ عددها1 - ٠١‏ نحصل عندئذ على عبارة 
خطية ل «# بدلالة .ت .... .يت حيث يساوي معامل به العدد 1. 
لو كان ,نا منعدما فإننا نحصل على ارتباط خطي بين الاشعة 
روګ ووس , ٠.‏ .وهذا غير صحيح حسب فرض التدريج. إذن 
0 عد ل » ينتهي بذلك عرض طريقة المعامدة. 
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يكن « تحسين » الجملة المتعامدة المحصل عليها: : . . لا ,. . . ولا 
بتقسيم كل شعاع ١لا‏ :على طوله فنحصل على جلة اشعة چیو سه 
متعامدة وفي نفس الوقت متجانسة أو نظيمية» أي أن نظم كل شعاع په 
يساوي 1. نقول عن هذه الجملةء إنها جملة متعامدة ومتجانسة . 
ط . تشاكل فضاءين اقليديين بعداه) ۾ . طبقا للتعريف العام لتشاكل 
بنيتين رياضيتين (2 .25 )» نقول عن فضاءين هيلبرتيين ۴ و ۴ انا 
متشاكلان اذا كانا متشاكلين بوصفها فضاءين شغاعيين (12 .4-41 ) وإذا 
كانت» زيادة على ذلك الصلتان ”وج هاس » “جد هي 
(حيث ,0م 11,٠‏ © “#ن , و هه “613 /# , ) تستلزمان: 

(z', y') = (e, y). 

لنبرهن على أن فضاءين هيلبرتيين كيفيين من نفس البعد * » فضاءان 
متشاكلان. 

للقيام بذلك ننشىء في فضاء ذي « ؛بعداً معطي .25 أساسا متعامداً ' 
ومتجانسا ب ,... ,© وهذا بمعامدة أية جملة # شعاعا مستقلة خطا 
وفق الطريقة الواردة في ص. نحسب الجداء السلمي لشعاعين وی للدي ٠‏ 
لهو لس بجا ان الاشعة ب ,... به شا و اه 

: 

ْ 1 فإن:‎ 
(6) ), = (DÎ Bien, ملا < (معم لا‎ (en, em) = 2} Ban. 

وهكذا يمكن تمثيل أي فضاء هيلبرتي بعده.ير ,8 كفضاء احداثيات 
(وهذا بوصل كل شعاع :٤ل(‏ ده بمجموعة احدائياته 
) م5 ٠٠ ٠‏ 5 )) مزود بالجداء السلمى المعرف ب (6). يعنى ذلك 
ان الفضاء ,11 متشاكل مع الفضاء ,7 (24.12 - أ). وبالتالي فإن کل 
فضاءين هيلبرتيين 135 و 115 بعداههما ” فضاءان متشاكلان لأنها 
متشاكلان مع نفس الفضاء..۸ . 

إن النتيجة السابقة على جانب كبير من الاهمية. لأن حتى ولو تعلق 
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الامر بفضاء هيلبرتي بعده غير منته فإننا عندما نعمل في فضاء جزئي بعده 
منته» في فضاء ذي بعدين أو ثلاثة ابعاد مثلا» نستطيع الاعقاد على النتائج 
المعروفة الواردة في المندسة الاقليدية المعتادة. 

2 .44 لا کان العامل في حقل التحليل يحتاج في اغلب الاحيان للتوابع 
ذات القم العقدية, فإنه يجب تعمم مفهوم الفضاء الميلبرتي بشکل مناسب . 
في الحالة التي يكون فيها فضاء شعاعي عقدياً فإن قم الجداء السلمي الذي 
نود ادخاله يكن ان تكون عقدية. عندئذ لا يكن الاحتفاظ بالشروط 
“1.14.12 ج لأن العبارة ( عة ,ن ) ينبغى أن تكون موجبة حسب أ 
في حين نجد» حسب ب و ج أن: : 


6 


(iz, iz) = 3 (ے ,) 4 = (هغ‎ = 5 9 e 

ولذا نسم في فضاء عقدي لاف التالي 
نقول عن فضاء شعاعي عقدي (أي فضاء TT‏ 
فيه في الاعداد العقدية) إنه فضاء هيلبرتي إذا عرفنا من اجل كل 
شعاعين » و« من لل اعددا عقديا رن س) »> يسمى الجداء السلمى ل 
« و« يتمتع بالشروط التالية: : 
أ. 90 »هه عندما0 ع م ؛ 0ح (0 ,0) . 
بپ. 7 ]= 2 س) مها كان ± و ل في .8 (المدة - 
تعني المرافق العقدي) | 
ج. و ,تاه = 2 ,عه) مها کان« و« ؤت او » عقدياً. 
د. 2 ٣),‏ 22 ,ن) = 2 ,“زا + )z‏ مهلا کان ,# ,2 في.11 

ينتج من ب و ج أن: 

لد =a (zy J).‏ ,ل) ay) = (ay, 2 1 e‏ ,نه) 

ند انطلاقاً من ب - ره الدښتون العام : 

)1( 2 نك‎ 0 (= < 2 aa (J, Ya). 
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2 . أمثلة . 
أ. من ابسط الامثلة في الفضاءات الميلبرتية العقدية الفضاء العقدي ذي م 
بعداً ,© . انه يتكون من المجموعات المرتبة المؤلفة من م عددا عقديا 

( ,. .. ,5) = » » بالعمليتين الخطيتين المتعامدتين (احدائياً) 
وبالجداء السلمي المعرف کا يلي : إذا کان a = (5, °9 En),‏ و 

فل وه »همه (Ni,‏ = ل فإن (z, 0 = 30 +. . + Ean‏ ¢ حيث 
٨‏ هو العدد العقدي المرافق ل .«. إن المسلمات 44.12 أ د بديهية 
في هذه اخحاله. . : 

يكن أيضا تزويد الفضاء +60 بجداءات سلمية اخرى [1.95:14]. 
ب . هناك مثال آخر للفضاءات اطيلبرتية وهو الفضاء [5 ,ه] "© المؤلف 
من التوابع ېږ ذات القم العقدية المستمرة على مجال,8 >> 2 >> »© . 
ش والمزود بالجداء السلمى المعرف بالدستور :. EF‏ 0 : 

(DY a. 1‏ 2 | = (۵) ل ,()ع) 


تنتج الخاصيات 12 .44 أ د بسهولة من الخاصيات العتادة للتکامل. 
ج. إن المائل العقدي للفضاء الحقيقي ء1  24.12(‏ د) هو الفضاء 
المؤلف من كل المتتاليات العددية العقدية (م5) z=‏ التي تحقق, 
مه >۴ ۴| ل . يعطى هنا الجداء السلمى بالدسعورة ٠‏ 

(e, = (fn), (m= مول‎ ٢٢ 

يمكن التأكد من المسلات 44.12 بدون اية صعوبة. 

2 - أ . ليكن 51 فضاء هيلبرتي عقدي. نضع كا هو الحال في الحالة 
الحقيقية : 


)1( ۱٣۳١ ٢۷ a). 
نبرهن على متراجحة كوثي - بونياكوفسكي - شفارتز:‎ 
.)2( |)# ۱ک(‎ ٢ 
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من اجل كل عقدي » . لدينا المتراجحة: 
(az — y, az — (0‏ 
باجراء العمليات في الطرف الايسر يأتي: 
0ج )¥ وڼڼ) au (a, a) —a (x, J) — a (x, ¥) ١‏ 


نع - 10 ,&( tei arg‏ = إن ) , حقيقي ٢)‏ عندئذ | 82 ,)| + ے ين )0 

وتأخذ المتراجحة الشکل: . 95 

(z, y) | + ), ¥) > 0‏ | 2 — (نه )z,‏ 1 
ما ان ثلاثي الحدود الوارد في الطرف الايسر لا يملك جذورا حقيقية 

ختلفة (لو كان ذلك لتغيرت اشارته) فإن معاملاته تحقق المتراجحة: 

«(8 :8) (2 ,2) > | (ن ,) | »> وهو المطلوب. 
ب . نلاحظ» كا هو الحال في الحالة الحقيقية, ان المتراجحة (2 ) تستلزم 
متراجحة المثلث: 2 || || + || || >>|إان + lz‏ 


باعتبار النظم (1). 
ج . نلاحظ أيضاء كما هو الشأن في ا حالة الحقيقية » أننا نقول عن شعاعين * و لا 
في فضاء هيلبرتي عقدي 5]1!:نها متعامدان إن كان .0 = (8 ,تت) . نستطيع » کا 
ورد في 12 .24 ص» معامدة كل جملة ,رت ٠۰٠۰‏ د ؛ ووه مؤلفةمن 
أشعة» كل جزء منته منها مستقل خطياء أي ان بامكاننا انشاء حسب الدساتير 
2 .34 - ص (4 )2 جملة اشعة غير منعدمة ومتعامدة مثنى مثنى . بصفة خاصة ‏ 
اي 0 Hn:‏ يملك اساسا متعامدا ومتجانسا 
2 . فحصل على الجداء السلمي للشعاعين : 8:۸ 23 ون 
و ا س بفضل الدستور: 


) (= -)9 Eek, : mem) = ٠ (ek, em) = 2 Baha. 
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الحقيقية, ان كل فضاء بعده «: .51 متشاكل مع الفضاء ۳۰ (54.12 - 
أ) وان» بالتالي كل فضاءين هيلبرتيين عقديين بعداهما # فضاءان 
متشاكلان. 
2 .74 تتمة فضاء هيلبرتي . كا هو الشأن في فضاء نظيمي» فإن 
الفضاءات الهيلبرتية ( حشقة حقيقية أو عقدية) يمكن ان تكون تامة او غير تامة. 
وهكذا فان الفضاءات الهيلبرتية ذات الابعاد المنتهية» حقيقية كانت أو 
عقدية» (24.12 -أى بء 54.12 - أ) كلها فضاءات تامة  53.12(‏ رء 
2 ص). إن فضاءي التوابع بالجداء السلمي التکاملي (23.12 - ج» 
2 أ - ب) ليسا تامين ( راجع 2 ب). أما الفضاءات 2 
الحقيقى (12 24 - د) والعقدي (12 54 ج) فها تامان (التمرين 18 ) 
إذا لم يكن فضاء هيلبرتي 11 تاما فإننا نستطيع تتميمه بايجاد فضاء نظيمي 
يحوى 11 كما فعلنا في 83.12 . لنثبت ان تتمة فضاء هيلبرتي ليست فضاء 
نظيمياً فحسب بل هي أيضا فضاء هیلبرتي . لرؤية ذلك علينا أن نعرف في 
التتمة عملية ضرب سلمي بحيث تت تتحقق المسلمات 12 .14 أ - د ( في الحالة 
الحقيقية) أو السلیات 44.12 أ د (في الحالة العقدية). 

كنا عرفنا كل عنصر × من تتمة فضاء نظيمي ۸ على انه رمز يوافق 
صف متتاليات كوشية متحدة النهاية من الفضاء 8 . ليكن × وپ 
عنصرين كيفيين من التتمة 75 لفضاء هيلبرتي 5 » ولتكن (مم) ‏ و 

(من) متتاليتين كوشيتين تنتميان الى الصفين ‏ و ب على التوالي. لنثبت 

ان للاعداد ١ ١‏ ,مه) نهاية ما مه ج م. لدينا : 

| (Zn, Yn) — (ms Ym) | = | (Zn — ms Yn) Fm, Yn — Ym) |< 

< || zn — ملا || || من‎ || FI #٨ || U ملا‎ Ym Il. 

بما أن المتتاليتين الكوشيتين [,ي) و (,ن)4 محدودتان (17.3 - ج) 
ان الكمية المحصل عليها تؤول الى الصفر لمامه + +7 و مې جم .وهو ما 
. يجعل المتتالية العددية (م؛ ..د) 2 تحقق مقياس كوشي. ينتج من ذلك 
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أنها تقبل نهاية. إن هذه الاخيرة لا تتعلق باختيار المتتالية (,1 في 
الصف بر والنتالية (,«#)4 في الصف ۲ ٠‏ اذا كانت (#۰) و(70) 
متتاليتين اخريين ف الصفين المعتبرين فإن: 


| (zh, f) — (Zn, Yn)| =| (Tah — 2n, Ya) — (Zn, Yh — Yn) | >> 
>> || en — znاا‎ lly || Fl zn ll || م8‎ — yn || ,لاح‎ 


لم + م وهو الامر الذي يجعل المتتاليتين العدديتين (م/1 ,ښه) و 
(ما ..ت) يقبلان نفس النهاية. نضع الآن: 
(Zn, Yn):‏ سنا = (X, Y)‏ 
کنا رأينا بان العدد 30 ,چ) معين تماما بالصفين × و ۲ بدون ان 
يتعلق باختيار المتتاليتين {zn}‏ و {Yn}‏ في هذين ١‏ لصفين بصفة خاصة» 
فإن العدد || م || ال = (مت ,م۷ سنا = و ,جر يطابق نظم 
:الصف × في الفضاء النظيمى .ا۴ 5 وبالتالي ‏ فان المسليات 14.12 ب ‏ د (أو 
2 ب _ د في الحالةالعقدية) محققة بالانتقال الى النهاية في المسلات 
المتوالية في الفضاء ٨.‏ لدينا على سبيل الثال في الحالة الحقيقية: 
(Y, X)=lim (Yn, n) = lim (n, yn) = (X, ¥);‏ ` 

انتأكد من السلډبات الأخرى بطريقة ما 

2 .84 . الفضاءات شه اطيلبرتية . 

أ. يحدث أحياناء بخصوص فضاء شعاعي .ا ( نفرضه حقيقياً لتثبیت 
فکر القارىء ) » اننا نستطيع ادخال تابع (« ,#) يحقق السلات 
2 ب د ولا يحقق المسلمة 12. 14 أ: توجد عناصز 0 عو ه 
بحيث .0 = (ء ,:) . يسمى مثل هذا الفضاء فضاء شبه هيلبرتي . يتبين. 
انه بالامكان الانتقال من الفضاء 7 الى فضاء النسبة ۳/٨‏ (41.12 
- ع) الذي يمكن اعتباره فضاء هيليرتياً. . | 
ب . نختار ع مساويا لمجموعة شكل العناصر ‏ بحيث .0= (* ,ه) اذا 
کان .0= )2 ,2( 1 و 1 عل كيفياً فإن متراجحة كوشي - بونیاکوفسکي. 
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الذي يعتمد برهانها على المسلمات 14.12 ب د تعطي: 
۱٤۷١۷) (۷ (0‏ )1( 
بحيث ان 0= (ين ,ء) من اجل كل ع 
لنثبت ان 8 فضاء جزئي من ..1. اذا كان .2 6 :2 . ,لم عوج فإن 
المتراجحة (1) تعطي: 0 
,0 = (وت (2y, 22) + (2g,‏ 2 + )2 ,2( = )22 عل ,2 روة ل ,2( 
اِذن .م € ۾ ديه . من البدیپي أيضا أن 0 = (ره ,#) تستلزم : 
,0 > (ه ,24( څه = az)‏ ,2( 

أي أن £ ع ,یں بمجرد انتاء ,ع ع پږ . وبالتالي فإن الجموعة ‏ فضاء 
جزئي في ,1 . 

نشكل فضاء النسبة جم/. 1‏ 11 ونزوده بالجداء السلمي: 

(xX, Y) = (z, Y) 

حيث 7 ع ن ,لز ع به مختارين كيفياً . لنبين في البداية ان التعريف المعطى 
للجداء السلمي لا يتعلق باختيار العنصرين ‏ و « في الصفين ۲(١‏ ,×) على 
التوالي. لیکن ے نم ہے ,ل سم وين الحيسث ,2 + ے = وه اځ لس و 
E €‏ ع عندئذ يتبين من (1) ان لدينا: 

(zı, لول‎ = (z, y) + )2, y) + (z, u) + بی)‎ u) = (x, 8( 
وهو المطلوب.‎ 

لنتأكد من المسلمات 12 14 أ - د من اجل الفضاء 16 . إذا كان 
0= (٭ ,×) فإن 0= (ه ,ه) من اجل کل × ع ۾ . إذن × يطابق . 
الصف 8 الذي يمثل الصفر للفضاء 1/8  41.12(‏ ع) وبذلك نتأكد 
من المسلمة 14.12 - أ. فيا يتعلق بالمسلمات الاخرى فهي تنتج من المسلمات 
المتوالية للفضاء ا ومن التعريف (2). وهكذا يتضح أن الفضاء 1/18 = 11 
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ج. يمكن انجاز انشاء ماثل تماما للسابق باعتبار فضاء شبه هيلبرتي عقدي 
1 : اذا كانت 8 هي جموعة العناصر رع ۾ التي تحقق: ,0 = (ء ,2) فإن 
۸ = #/1فضاء هيلبرتي عقدي. | 

د . في سياق الامثلة نعتبر الفضاء الشعاعى الحقيقى ( ١(‏ ,ه) © المؤلف من 
كل التوابع المستمرة بتقطع على مجال [5 ,16 المزود بالجداء السلمي: 


0 
)# )2(, y ()) = ند‎ (6) y (1) dt. 


إن السلیات 14.12.ب - د محققة اما المسلمة 14.12 أ فلا لأن 
لديناء فیا يتعلق بتابع ؟ ع م) ۾ منعدم ایا كان باستثناء عدد منته من 
النقاط . : 1 ش 
45 00- )( 2 | = ))0( ,() ع) 


وهذا حسب 61.9 - ج» على الرغم من ان )( z2‏ لسن ف الا 
وبالتال فإن 6 ليس فضاء هيلبرتيا بل شبه هيلبرتي . يمكن الوصول الى فضاء 
هيليرتي بالانتقال من الفضاء © الى فضاء النسبة 6/۴ حيث × هي جموعة 
كل التوابع 6 )2 التي تحقق المساواة (3): انها التوابع التي لا تختلف 
عن الصفر الا في عدد منته من النقاط  61.9(‏ د). يتشكل فضاء النسبة 
8 من صفوف التوابع © ع ) « » يكون تابعان في نفس الصف إذا لم 
يختلفا الا في عدد منته من النقاط. 
ر. إن الانتقال من الفضاء شبه الميلبرتي العقدي (ۀ ,ه] © المؤلف من 
كل التوابع العقدية المستمرة بتقطع على المجال (۵ ,ه] » المزود بالجداء 
السلمى : 7 080 ا 

y )۵( > | (DI dt 4‏ .() ه) 
الى فضاء النسبة الميلبرتي العقدي رى على الفضاء الجزئي ع المؤلف من 
التوابع العقدية التي لا تختلف عن الصفر الا في عدد منته من النقاط» يتم 
بطريقة ماثلة. 
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سنواصل دراسة الفضاءات اهيلبرتية في الفصل 14 باعتبار جوانبها' 
التطبيقية في التحليل . 

ع 5.12. التقريبات في فضاء التوابع المستمرة على لزان 
2 .15 ان الفضاء (0) 1 ((0) "0 على التوالى ) المؤلف من التوابع. 
الحقيقية (العقدية على التوالي) المستمرة على متراص ١‏ فضاء شعاعي 
(31.12 ع - ق) نظيمي (23.12 - أء 93.12 د) وتام (32.12 - 
س). سنعتبر جاعة خطية مختلفة (0) 8 مؤلفة من التوابع الحقيقية 
( العقدية على التوالى) المستمرة على متراص .0 ماهي الشروط التي ينبغي 
فرضها على الجاعة () 8 لكي يكون الملاصق بالنسبة للتقارب المنتظم 
على التراص ,ټ. أي بالنسبة لنظم الفضاء ٩)‏ ( .((0*)0 
على التوالي) محتويا لكل التوابع المستمرة على 07؟ 
أ. نقول عن جاعة (0) 3 من التوابع إنها تفصل نقطتين یو« من 
المجموعة 0 إذا وجد في (0) 8 تابع )ابو بحيث ()ټ عو () م 
تابع فاصل للنقطتين ء و 1). يعني القول ان (0) 8 لا يفصل النقطتين 
و ان ©)/ ع (7)2 مها كان التابع (0) 8 ع () 7 . وفي الحالة 
الاخيرة فإن ملاصق الججباعة (8)0 لا يکن ان يحوي كل التوابع 
المستمرة إذ أن المساواة الواردة آنفا تبقى قائمة عند الانتقال الى ملاصق 
الجماعة (8)0 بالنسبة للتقارب المنتظم. على سبيل المثال فهو لا يحوى 
التابع (ن ,) م المنعدم من اجل « = وغ المنعدم من اجل .م = ي 
إذن إذا أردنا أن يحوي ملاصق جماعة (0) 8 كل التوابع المستمرة على 
التراص 0» فإن علينا أن نفرض بانها تفصل اية نقطتين من المتراص 0 . 
ب. نقول عن جماعة خطية (0) 8 من التوابع الحقيقية على المجموعة © 
انا شبكة خطية إذا احتوت المجموعة (8)0 التابع | (2)/] عند 
احتوائها التابم (ه) / 

لدينا من اجل كل عددين حقيقيين » و,8 : 
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max )0, §} + min )», } = a + ۵ 
max {«, 8( — min {a, 6} = |» — f 8 


وبالتالي لديناء من اجل کل تابعين حقيقيين ,(2)/ و )z(‏ 8 
,)ع + ) (z)} = f‏ م ,)2( /{ min‏ + ((ھ) م ,2) max {f‏ 
مام — (z)} = ۱١ (z)‏ م ,(ھ)  (z)}— min‏ م ,)2( max (f‏ 
بحل هذين العادلتن بالنسبة ل (2) ,(2) 0 جص و 
((2) ع ,(2) /) دنس نرى ان شبكة خطية تحوى التابعين 
(ع) م ,(2) maz {f‏ و (2)ج ,(2) /) دن عندما ينتمي اليها 
التابعين (2)م و ريي . ثم نستخلص بسهولة, بالتدريج. أنه إذا 
احتوت شبكة خطية توابع ,() م .. . . ,(2) .7 فإنها تحتوي أيضا 
التاعمن ((2) max {/, (2), ..., f,‏ و (2) min {fı )2(, . . ., fn‏ 
ج. نظرية. اذا فصلت شبكة خطية (0) 8 على متراص 0 اية نقطتيين 
من المتراص واحتوت التابع 1 = ()ے فإنها كثيفة اينا كان في فضاء كل 
التوابع المستمرة على 0 . ش 
البرهان. إن كل شبكة خطية (0) 8 تحوي 1 وتفصل نقطتين ۾ و لا 
تحوي بالضرورة كل تابع يأخذ عند النقطتين ء و و اية قيمتين معطاتين» 
قد ند مثل هذا التابع على الشكل ۵.1 + () مم . حيث (2) ۾ تابع 
من ر ۾ يفصل النقطتين و و« اما.ه و د فثابتان. 
لیکن 0 < ۾ معطى و (ه)/ تابعا مستمرا. مها كانت النقطتان ± ۷ 
(مختلفتان أو غير مختلفتين) یکن ايجاد حسب ما قلناه آنفا تابع 
(±) ر 0(3) 8 حقق (2)زر- (2)ريب » 2y )¥( = / )y(‏ 
لیکن : 
Yay (2) <f (z) + e} .‏ :0 6 ) = ولا 
إن المجموعة 52.7 مفتوحة وتحتوي النقطتين د و ن . لنثبت 2 › 
عندئذ تشكل المجموعات الفتوحة سا المعتبرة من اجل كل العناصر 
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س 03 تغطية للمتراص 0 .. يأقي من التوطثة 79.3 اننا نستطيع استخراج 
تغطية منتهية سيعلا .... ,ږا . نعتبر التابع: 
(z) = min {Qzy, (2), ٠ Paym (2)}‏ رو 
المنتمي الى الشبكة الخطية (0) 8 بما ان هناك على الاقل متراجحة واحدة قائمة . 
من المتراجحات التي تعرف الساحات .17 من اجل كل « 03 ومن اجل 2 
مثبت» فإن لدينا: ٤‏ + (2) / >> یټ min‏ = (ه) یې من اجل كل 
ع د . لدينا في نفس الوقت ()/- )يم دنه - )له . نضع 
(z) > f (z) — e}‏ رب :0 6 {zr‏ = رآ 3 
إن المجموعة .7 مفتوحة وتحوي النقطة.: . تشكل المجموعات 7 
من اجُل كل العناصر ء د ۾ تغطية للمتراص ي . يمكن حسب التوطئة 
3 أن سنستخرج منها تغطية منتهية: بدا ٠٠٠‏ ء7 


Q (z) ع‎ max {Qz, (z=), ‘°, © (z)} نضع الآن:‎ 


ينتمي هذا التابع أيضا الى الشبكة الخطية (0) 8 . ولدينا انشاء: 
f (2) +‏ < )2( رمه )z(= max‏ ۷ 
ثم هناك على الاقل متراجحة قائمة من المتراجحات التي تعرف الساحة 
د وهذا من اجل كل نقطة × 03 › إذن: 
f (z)—e.‏ > (ه) ريو max‏ = (م) ې 
في الختام لدينا من اجل كل ٠. 03z‏ 
(zx) < f )2( + e‏ هو > e‏ - (ه) f‏ 
وهذا ما يشت النظرية. 
(تسقط النظرية لو نتجاهل الفرض (0) 8 € 1 = (#) > : لتكن 2 ولا 
نقطتين- معطاتين » إن الشبكة الخطية المؤلفة من كل التوابع المستمرة 
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(ه) / التي تحقق الشرط (ڼ)/3 = )1 ليست كثيفة ایڼا كان في 
الفضاء (.(0) 20 . 
2 .25. نظرية ستون (5860856). 
أ. طبقا للتعريف العام لجبر  81.12(‏ أ). فإن كل جاعة خطية (0) 8 
مؤلفة من التوابع (الحقيقية) على متراص 0 تسمى جبراً إذا احتوت 
الجباعة (0) 8 التابع (م)يم (ج)ز عند احتوائها تابعين كيفيين (م) / 
و ام : 
ب . توطئة . إن الجبر الحقيقي (0) ع الذي يحوي الوحدة والمغلق بالنسبة 
للتقارب المنتظم يمثل شبكة خطية. 
البرهان . لنثبت ان التابع | (م) ۶| ينتمي الى الجبر (0) 8 بمجرد انټاء 
(2) / له. بدون المس بعمومية النتيجة يمكن وضع 1 = | (2) /| 1881 . 
نعتبر سلسلة التايلور 


(e 


1 
...ل لگ د 1= 8 


5 1 1 


1-0... 


جم |د 


رأينا في 25.9 د (يجب وضع 1/2 به ) وفي 56.6 انها سلسلة 
متقاربة بانتظام من اجل وب ع > 6 
ما ان المتراجحة 1> (2) #/ >> 0 محققة على التراص ۾ . لدينا حسب 


ما رأيناه أعلاه: 
: 1 -زړې ۷-۴-7 - امار 


P(e) +‏ —1( > = ((ت) ° ا|) 1= 


حيث سلسلة الطرف الاين سلسلة متقاربة بانتظام على © . بما ان الجبر 
(0) 8 مغلق بالنسبة للتقارب المنتظم فإن () 6 | (#)/۱| .2 وهو 
المطلوب . 
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ج. نظرية ستونء (الخاصة جبر حقيقي). إن كل جبر (0) ۾ مؤلف 
من توابع حقيقية ويفصل اية نقطتن من المتراص 0 ويحوي 2 
كثيف أينا كان في الفضاء (0) ° 


البرهان . نرمز ب (0) 5 لملاصق الجبر(0) 8 بالنسبة للتقارب المنتظم. 

بطبيعة الحال فإن الجماعة (ټ) 8 تمثل أيضا جبراً : إذا كان (2) رح (ه) پر 

( بانتظام على ۾ ) وكان 2) مم <-(2) مم (بانتظام على 0 ) فإن: 
(د) # (2) f‏ + (ه) مع (ه) ,7 ( بانتظام على د ) الامر الذي يجععل 
0) 8 € (ه) ٤‏ ه) / ناتحة من: (0) 8 € (2) / و (z2) € BQ)‏ # 





إن الجبر © شبكة خطية (التوطئة ب) وكثيف ايا كان في 
الفضاء. (0) *8 (النظرية 15.12 ج).ما أن الجبر (0) 8 مغلق فإن 
(0) *8 = (() 5اء وهو المطلوب. 
2 .35. . قد نعتقد ان كل جبر مؤلف من توابع ذات قم عقدية جبر 
كثيف اينا كان في الفضاء (20*)0 المؤلف من كل التوابع العقدية 
الستمرة على 0 شريطة ان يفصل اية نقطتين من التراص 0 وان يحوي 
الوحدة.. إن هذا الاعتقاد خاطتئاء إن صيغ على هذا النحو ( راجع التمرين 
5). 

ب. لکن إذا تحقق لدينا شرط اضافي فإن نظرية ستون تممل 

جبور التوابع ذات القم العقدية. نقول عن جبر عقدي (0) 8 ,إنه متناظر 
إذا احتوى التابع (0)2: + (ه) سح (2) © عند اتوائه التابع المرافق: 

u )( 18۷ )2(‏ = (م) ې . 

نظرية ستون. (الخاصة بجر عقدي). إن كل جبر متناظر (0) 8 
مؤلف من توابع ذات قم عقدية يفصل اية نقطتين من المتراص 0 ويحوي 
الوحدة هو جبر كثيف ايا كان اي الفضاء (0) ةع 
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البرهان . يحوي الجر (0) ور ء فرضاًء التابعين[(») چ + (د) چا ج = (ه) سو 
[) © - (ه) هاس = (ه)ه مجرد احتوائه تابعا من الشكل 
(ه) ل ص) » = (ه) ۾ . نرمز ب (0) 8۸ للجبر الجزئي المؤلف من 

التوابم الحقيقية (») ۾ 2 (0) 8 . یفصل هذا الجبر الجزئي اية نقطتين إو ۾ من 

المتراص م ( اذا كان (2)  )(  ¶‏ فإنلدينااما )ع (ن) » أو 
((2) < عو (#) « ) ويحوي الوحدة. لدينا من نظرية ستون 25.12 
(Q) = ٠ )0(‏ م8 ومنه (0) C'‏ = (0) 8 

2 .45. نتائج من نظريي ستون. 

أ . نفرض أن المتراص 0 جزءا مغلقا وحدودا من ,جر وان الجبر (0) 8 

مؤلف من كل كثيرات الحدود الحقيقية مه ,... ,,ت) م2 .إن كل 

فروض نظرية ستون 25.12 - ج حققة طبعاً. بتطبيق هذه النظرية نتوصل 

الى النظرية التالية: 

نظرية (فيرشتراس). إن كل تابع حقيقي )م مستمر على جموعة 

مغلقة ومحدودة © د ۸۴۸ تساوي النهاية المنتظمة على لتتالية كثيرات 

حدود ل م2 .. .. ند 

ب . بخصوص الجبر (0) 8 المؤلف من كثيرات الحدود (يند ,... *) م 

ذات القم العقدية فإن فروض نظرية ستون 12 .35 - ب محققة , وبالتالي يكون 

كل تابع ذي قم عقدية (ه) /مستمر على جموعة مغلقة ومحدودة 0 د ,#رنهاية 

منتظمة على 0 لتتالية كثيرات حدود ذات قم عقدية) ل ملت ٠...‏ بت 

ج. بصفة خاصة, فإن كل تابع (حقيقي أو عقدي) مستمر على جال 

مغلق ۵ په د >> ۾ نهاية منتظمة لمتتالية كثيرات حدود ( حقيقية أو عقدية 

على التوالي). 

د . نفرض الآن ان المتراص 0 هو الدائرة1 = "ن + ګږ في مستوى د لا 
. إن موقع كل نقطة على هذه الدائرة معين بالزاوية القطبية .© . نختار 

88 


الجبر (8)0 محموعة كثيرات الحدود المثلشة ذات المعاملات الحقيقية: 


)1( -وام‎ 2 (aa cos kq -ل‎ ba sin kq) 
تستلزم دساتير ضرب التوابع المثلثية (36.5) التي يمكن كتابتها على‎ 


الشكل : 


2 cos kq cos mp = cos (k — m) م‎ + cos (k + m) ري‎ 
2 cos kq sin mp = sin (m — k) ټ‎ + sin (m + 6 بو‎ 
. 2 sin kq sin mp = cos (k — m) بو‎ — cos ) + m) ې‎ 


ان موعة التوابع (1) تحوي, عند احتواء تابعين کيفيين» جداء هذين 
التابعين وبالتالي فهي بالفعل جبر. إن كل نقطتين بب و وټ منفصلتان 
بتابع من الجبر (0) 8 »> وبصفة خاصة» ب © نه و بوم و 
. بتطبيق نظرية ستون 25.12 - ج نحصل على صيغة أخرى للنظرية 


ع 


نظرية ( فايرشتراس). إن كل تابع حقيقي f (o)‏ مستمر على الدائرة 0 
يساوي النهاية المنتظمة لنتالیة من كثيرات حدود مثلثية (1) معاملاتها 


حصهعه. 


ر . نختار على الستقم الحقيقي تابعا حقيقيا ۵) ۾ مستمرا ودورياً دورته 
ء2 » بطبيعة الحال يمكننا وصل هذا التابع بتابع مستمر على الدائرة © 
بوضع (8غ2 ې م) م =(م) ع من اجل كل .مز . وبالعكس, يمكننا وصل 
۵) م = م2 + ) ۾ » بتابع )يم مستمر على كل المستقم الحقيقي. 
إذن» تكتب النظرية د على الشكل التالي : 
نظرية. إن كل تابع حقيقي () ۾ مستمر ودوري دورته 27 عل حور 
نهاية منتظمة (على كل المحور) لمتتالية كثيرات حدود مثلثية. 
س . إن الصيغة العقدية للنظريتين أ وَ د اكثر بساطة إذا ما نظرنا اليها من 
زاوية اعينة. انطلاقاً من دستوري أولر (36.8): 


وو 


ږس (gih?‏ 1 ح cos kp‏ 
(eM #٩‏ کس واو سه 
يمكن تعويض كثيرات الحدود (1) بكثيرات الحدود: 
cgeike,‏ ل2 > (0)؟ )2( 
تأتي النتيجة القائلة ان كثيرات الحدود (2) تشكل جبراً من قواعد 
ضرب التابع الاسي. ويأتي تناظر هذ الجبر من المساواة 
ماو ر 0 و ل2 . ان كل نقطتين ې و وب من الدائرة 
© منفصلتان بالتابم ١٠ء‏ . تقودنا النظرية 35.12 - ب الى النتيجة التالية: 
نظرية. إن كل تابع ذي قم عقدية مستمر على الدائرة © (أوء وهذا 
يعي نفس الشيء . کل تابم مستمر دورته 27 على المحورموس 7 ه-) 
يساوي النهاية المنتظمة لنتالیة كثيرات حدود مثلثية عقدية من الشكل 
(2). 
2 .55 . متتاليات على شكل دلتا. ان نظرية ستون التق تبين امكانية 
تقريب تابع مستمر بتوابع جبر (8)0 لا تشير لأية طريقة انشاء للتوابع 
المقاربة. نشږ هنا الى بعض الطرق العملية للتقريبات. 
ما اننا نستعمل فما يلى المكاملة فإننا نفرض ان المتراص 0 مجال مغلق 
من المستقم العددي أو الدائرة ذات نصف القطر 1 (المجال :١(‏ ,7 -) 
حيث يطابق بين طرفيه). 
أ. نرمز ب (8) رن للمجال المفتوح الذي طوله م2 ومركزه عند النقطة 
نښ. نفرض انه توجد. من اجل نقطة و2 0 معطاة» متتالية توابع غير 
سالبة ‏ (... ,2,8 ,1= 2) D(z; y)‏ 2 نتمتع بالخاصيتين التاليتين : 
1( جاب 0(ل# Dn (z;‏ ا م <0 
(e)‏ )ر 


١ Dn (2; y) dz——> 0 2‏ و 
)م Q-‏ 


(neo) 
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نقول عن مثل هذه المتتالية إنها في شكل دلتا (من اجل النقطة ن ). 
سيأنيك شرح لمصدر هذا اللفظ بعد حين). 
اب . نظرية . لتكن 7# :2) ,2 متتالية في شكل دلتا من اجل نقطة'لا .. 
إذا كان (2) j‏ تابعا مستمرا بتقطم ومستمرا عند النقطة لا فان : 

lim | Dn زع)‎ v)f (2 مة‎ - f(y). 

2 ټه‌ې؟و 

البرهان . لیکن .| (ه) /| مده = ,3 ٠‏ من اجل + > 0 معطي نختارة > 0, 
بحيث 0 >> (ل ,2) م تستلزم ع >> | (7) رغ ‘fM‏ م إن لدينا: 


(arf |=‏ (ع) م8 ] | 


1 

0 
>|[1-مة رن ||( 1+ (dr‏ رم /] ر 0 :)۸ | |= 
0 


: )1( 
-(ع) ۱7( Dalz:‏ | ج۳٩‏ )(()/-ج) (((و Dre:‏ ]| > 


Ug» 9-0 (ا)‎ 


flar ٢ ۱/)(۱| § زعامط‎ Waz—4|<e | 4 
۹ 


Ug) 


1 ننه (ي نعامط | | + 2M | Dn(z: y) dz‏ + 
ش 0 : وړ -ه 


ينتج من الخاصيتين 1) و 2) لمتتالية في شكل دلتا ان المقدار الحصل 
اليه اعلاه اصغر من 28 » وهذا من اجل « كبير بكفاية. وهو المطلوب. 
ج . نلاحظ الآن انه إذا كان التابع (« :2) ,2 مستمرا بالنسبة لمجموعة 
المتغيرين « د مء 1 03 وإذا كان f)‏ مستمرا بتقطع فإن: 
f )4( dy‏ (لا Dn (zi‏ | - ام 
تابع مستمر على م . ذلك أن: 
<| وه( 1ن —Pn(z,‏ :)مھ | |= 2)1( (e)‏ (6) 


M Û [Dn (z'; y)— Dn (z"; y) | ۰۰ 
0 3 
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وعندما نجد. من اجلم > 0. عدداق > 0 بحيث تنتج من المتراجحة 

8 > | "ده - ث2 | المتراجحة : 
Dn (¥; WISE‏ —) ;$( مها 
من اجل کل « 3 ۵»> فإن لدینا حسب (2): 
ع >>| )( fn‏ — (#) ما | 

وهو المطلوب. 
د . نتم النظرية بالملاحظة التالية حول التقارب المنتظم. من الراضح بادىء 
ذي بدء انه إذا تحققت الخاصيتان 1) و 2) من اجل كل نقطة لا من 
جموعة جزئية 8--0.واذا كان التابع (#)/ مستمرا عند كل نقطة 231 
فإن النتيجة ب قائمة من اجل كل نقطة 831 

نقول عن العلاقتين 1) و 2) انما حققتان بانتظام على جموعة 0-8 
إذا استطعناء من اجل كل ه -0» ايجاد عدد طبيعى./1 بحيث لا تتجاوز 
الفروق بين الطرف الايسر من 1) والطرف الايمن من 2)ء بالطويلةء 
العدد e‏ مها كان "ی۷ و بردم . 

نقول عن تابع (2)/ إنه مستمر بانتظام على ع بالنسبة ل 0 إذا 
استطعنا» من اجل كل ع>> 0 . ايجاد 8 > م. بحيث نستخلص من صحة 
>> | ن- من اجل »03 زور صحة »>> | (0)/- ©)/| . 

تنتج في هذه الحالة النظرية التالية من التقديرات (3): 
نظرية. إذا تحققت العلاقتان 1) وَ 2) من اجل كلم > ر بانتظام على 
ځرو وكام اع خر ااام امل و الس لك 0 قا 
التوابع (ه) يز (2) متقاربة بانتظام على بم نحو التابع (2) / عندما 
يؤول ” الى مه . 
ر. بتطبيق النظرية د يمكننا استخدام القياس التالي المتعلق بالاستمرار 
المنتظم لتابع (2)/ على مجوعة ع بالنسبة ل 0 : 


2 و 


توطئة. يكون تابع (2)/ . على جموعة مغلقة #رح م .من نقاط استمرار 
هذا التابع » مستمرا بانتظام بالنسبة ل 0 . 
البرهان . ينتج من نظرية هاين ( 71.5 ب) ان التابع («) ۽ مستمر بانتظام 
على ونستطيع » من اجل كل 8 > 0 ايجاد رق > 0 بحيث يأتي من 
م > | - راء ر E3‏ 3 المتراجحة 2/ع > | (2) f‏ س (ڼ) ۶| . نختار 
بعد ذلك» من اجل کل نقطة 531 . جالا| غ ‏ به | <( 8 < 6/2 تتحقق 
فيه التراجحة 8/2 > | () / - () ۱١‏ . غ بتطبيق 79.3 نستخرج من التغطية 
الحصل عليها للمجموعة 8 تغطية منتهية ,1 - « إحرق ٠...‏ 
| - م | <8 . لیکن م8 .. . . و8) min‏ = 8 .نلا مها گان 
3 ۷د 8 حبيث:8 > | ر -«ايکننا ایعاد نقطة ءل حيث: 
یو — lz‏ فنحصل على : 
بس لات ل > ة ,8< ln—yl<ly—s[+|z—y|‏ 
و: 
دځ + ع > | () رح (وڼ) 7ا+ ا ده 1- نه ) || >> ((م) / - ره) 1 | 
وهو المطلوب. 
س. ها هي صيغة اخرى معززة للنظرية ب: إن كانت (# :2) ,2 
متتالية في شكل دلتا من اجل نقطة # وإن كاذا (ء) / مستمرا عن د 
س = سن فإن لديناء من اجل كل متتالية مج م : 


(z; yn) f (x) dz = f 57‏ 4 سنا 
يتم البرهان بالقيام بنفس الحسابات مع تدقيق اكثر للتقديرات. 
م شرم هده للق يكرك نوا ريط عبن امال + معوضا 
بوسيط مستمر : . ليكن (ن ,رت ,#) 2 تابعا غير سالب لثلاثة متغبرات. 
يتجول ± و بن في التراص 0 ويتجول ؛ في مجال 5>>: 0 ؛ نفرض أن 
الشرطين:. ٠‏ 
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1( 1ع نك (يا z,‏ ,)10 ِ سنا 


م 0 
2( مه وه 20| 3 lim‏ 
حققان من اجل كل م ے). 
عندئذ إذا تعاطيناء من اجل كل : . مقدارا () س يؤول الى النهاية 
ښ عندما 0 ٤+‏ فإن: 
y )2(( [ (2) dz = f (y)‏ ,ته lim 1 D (t,‏ 
نبت هذه المساواة بنفس الحسابات الواردة في حالة النظرية ب 
( بمراعاة الملاحظة س). يمكننا القول بان التابع : 
(0 6لا ,ط > > 0) F(t, y)= |] 2), #, y) f(z)d:‏ 
المعرف عند 0 د ع بالشرط: ‏ : 
F (0, y) = f (y)‏ 
تابع مستمر في الساحة ا مغلقة: > :> 0 6 .QIy‏ 
. ط . نستطيع اهمال الشرط القائل إن «7 :2) م2 (أو له )7 في 
ص) غير سالب بتعويضه بالشرط 
هه | (لا [nei‏ )4( 
Î)‏ د وچهاو» ۱٤)‏ ) 
حيث » لا يتعلق ب « . إن الشرط (4) اساسي ولولاه لسقطت النظريةء 
ذلك ما ستراه في الفصل 14. 
ع ملاحظة. إن مصدر «متتالية في شكل دلتا» هو «التابع دلتا» 
لديراك (#6!ه). عرّف ب. ديراك في كتابه «مبادىء 
الميكانياكا الكمية» سنة 1930 «التابع دلتا» )8 كتابع على المحور 
© > ±> ٥ه‏ منعدم ايها كان باستثناء النقطة 0 = هم يتمتع بالخاصية 
التالية : | وسعه ٤‏ | ش (5) 


مه — 
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نم « برهن » على النظرية التالية: لدينا من أجل كل تابع مستمر عند 
ع = المساواة: 5 
(e)‏ دوفو رقسمة | )06 
( كان «البرهان» بسيطا للغاية: التابع  8(‏ )8 منعدم من اجل 
ع غ ولذا فإن قم التابع ر( ليست ذات اهم من اجل معو 5 ؛ 
بتعويضص (5)/ بالثابت ۲)١‏ وتطبيق (5) نتوصل الى (6).) إنه لا 
يوجد في التحليل الكلاسيكي أي تابع يتمتع بالخاصيات التي فرضها 
ديراك» فمحتوى نظريته في الواقع يشابه الى حد كبير النظرية ب. لم يتم 
العثور على شكل للتابع دلتا بوصفه كائنا رياضيا الآ بفضل اعبال 
س. سوبولاف 8000106 .8 (1935) و ل. شوارتز 
٠1‏ 0 )1947(« والواقع ان التابع دلتا ليس تابعا 
معتادا بل تابعا معما (يسمى ايضا توزيعا أو توزيعة) (راجع مثلا 
[13]). يمثل التابع دلتا مثالاً متميزا على الحدس الرياضي الفائق لعالم 
فيزيائي» تجاوز المستوى الرياضي لعصره. 
2 .65 . استخدام المتتاليات ذات الشكل دلتا في إنشاء توابع مقاربة. 


أ. نريد مقاربة تابع (ي)م معطى بتابع (0)./ر ينتمي الى جبر 
(0) 8 يم ذلك اذا تمكنا من ايحاد متتالية في شكل دلتا (1 :2) ,2 
ىث : 
)0( ع fn(y) = | Dn (z:; v)f (2) dz‏ 

Q 


اب . لیکن [1 ,0) = 0 وليكن (8)0 الجبر المؤلف من كل كثيرات 
الحدود المعرفة على [1 ,0]) . نضع من اجل ... ,2 ,4 = ار : 


Dn (z; 1( = Cn [1 — (z yJ) 
1 
(1) C=, 
أ‎ )1-2( dt 
4س‎ 
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ونبين أن («:«) ,2 متتالية في شكل دلتا من اجل کل »د(1 ,0) 

ما ان التابع : 1 

(2) hn () = ©, | [1—(z—y)*)" f دل (ه)‎ 
0 . 


كثير حدود ل ب درجته «2>> (وهذا بديبي) فإننا نحصل على 
العبارة المتعلقة بكثيرات الحدود الملموسة التي تقارب التابع («) / 


ج. توطئة. لدينا من اجل كل م 113 ,0) : 
t2)rdt‏ — 1( 

0= 
(1t2) dt‏ 
البرهان. ينتج من المتراجحات البسيطة : 1 
٧‏ هم-1 (م-1) اقم 1) d<‏ (-1) | 
و0 


lim 


مه ج-: 


ہے چس دل مسعن 


1 1 
NAH 1 ١‏ ۶۴ ل) 
جعج d< | 1 1)" d=‏ إلى 1 
ومن العلاقة الخاصة بالنهاية (4(85.5) و 73.4 آ): 
0= "(م-1) )4+ lim (r‏ 
لدينا كنتيجة لذلك: إن المساواة التالية محققة مها كان 
م 
م 3 ,0) في : 4-4 
1 : س ا غد lin‏ 
 )1-2( dt‏ ات 
0 ~~ د 9 ۰ 
د. نتاكد الان من خاصيات متتالية في شكل دلتا( 12 .55 أ و د) 
بخصوص تابع (8 :2) ,2 


لديناء بفضل التوطئة» من اجل كل م 1(3 ,0) 


١ D(z; “[تزورس م) ]| مسمه )و‎ de= 


8 م<اء- ها 
00 م 0-9 
- 
d< 2Cn | (1— f)" dt =‏ ")1° —1( ۰ 
ما . 
~USIS1-V 6‏ 1 
dt‏ (1-2) || 
02 نيدي 


f )4 — tr dt 
0 
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وهذا ما يثبت بان الخاصية 2 ) محققة بانتظام على المجموعة1 >> ر > 0. 
ثم لدينا. من اجل زوم - 1 ,وم] € y‏ .00 < م >> 0 : 


1, (xz; y) dz = Cn [1 (z— y)*] "dz ح‎ 


ris | 
0 
: f (1— ع‎ 
= C, | ("a= +1 (n> oo), 
كت‎ { )1 - 2 
0 


وهذا ما يثبت ان الخاصية 1) محققة بانتظام على الجموعة 
مم - 1 > SY‏ وم . 
تشكل كثيرات الحدود (2). بفضل النظرية 55.12 ب و 55.12 - 
ب متتالية متقاربة من اجل كل ب د ,0) وبانتظام على كل مجال: 
لوم - 1 ٥ع‏ .0م هن نحو تابع (1)0 2 متستمر على (1 ,0) 
نشير بهذا الصدد ان ذلك يثبت مباشرة نظرية فايرشتراس في المجال 
لوم 4 ,,م] . بواسطة تمدد لهذا المجال يمكن تعمم البرهان على كل 
مجال [5 ,ها 
ع .75.أ. يكننا انجاز انشاء ماثل يقودنا الى كثيرات الحدود المقاربة 
المثلثية . لتكن م الزاوية القطبية التي تعن موقع نقطة على الدائرة 
(5-1ن ل ص)-0 و (0) 8 الجبر المؤلف من كثيرات الحدود المثلثية 
e‏ ېګ Dn (0; %) = Cy cos‏ 


ا (1) 


(... ,2 ,4ع ) 
ش ږوا 
ونبين أن (۷:») ,2 متتالية في شكل دلتا من اجل کل . با ان 


27 1 : التائم‎ 
fn () = Ca | cos" ګګ‎ f (q) ع وه‎ 
0 





(2) 
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كثير حدود مثلثي ل ۷ (درجته «ديه ) فإننا نحصل على كثيرات 
لحدود المثلثية الملموسة المقاربة ل () f‏ 


ب. توطئة. لدينا من اجل كل م223/: ,0) 


02/2 
[ cos2n t dt 
: م0‎ 


ومب1 
t dt‏ | 
1 


البرهان . با ان التابع 8 05© متناقص من أجل ,2/: >> + >> 0 فإن: 
2/2 
م "ومو که م tdi >> (3- 0) cos"‏ "وو ١‏ 
م 
وبما أن حدب من الاعلى على المجال المعتبر فإن  < 1 - 21/٨:‏ وم» 
2r ٣ 8‏ 21 2/ 2/2 
t= T’ 2‏ ( 1) ا > cos™tdt‏ | 
0 


وبالتالي يمكن ان نكتب» بمراعاة 65.5: ٠‏ 


dt‏ + 2وو 


د 0+ م تقوو 53 21ے 
2 7 


2/2 
1 
0 

۸/2 
1 cos®r t dt 
0 


نحصل إذن على: هد E‏ 


8 | 
من اجل كل 20 ,0( 
ج . بفضل التوطئة ب. لدينا من أجل کل م03م,0) ,مم >0 


Dn (o; Wdp=C, | cos" ون ل8‎ 


| طحم | 0 -م‎ 0٥ 
2/2 
21وی ا‎ 
عد‎ 20n cos" tdi = دسل كل‎ (n ¬+ (ه‎ 
اح ج‎ 1 cos” t dt 


0 
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وهذا ما يثبت الخاصية 2 ) لتتالیة في شكل دلتا (55.12.أ). ثم لدينا من 


اجل کل م چ 6 ,0( , Po‏ >> 0 : 
هه څې همه | Dale: Wdp=C,‏ | 





م>ز ادم | Isp‏ ۱۹-0 
0/2 
cos2n t dt‏ |[ 0/2 
0 
o0),‏ جم) اج لسو ح di‏ 2 37و00 ا 2C‏ = 
dt‏ 00531 ا 2م - 


وهذا ما يشت الخاصية 1). تشكل كثيرات الحدود المثلثية (2). 
بفضل النظرية 55.12 - د متتالية متقاربة نحو التابع (ب) ۶ بانتظام على 
كل جموعة ع د © تكون عليها هذا التابع مستمرا بانتظام بالنسبة ل 0 » 
بصفة خاصة  55.12(‏ ر) على كل جموعة مغلقة يكون عليها هذا التابع 


مستمراً. 
د . ملاحظة . يمكن تقدير درجة کشر الحدود ( الجبري أو المثلثي ) +" في 2 


كلتا الحالتين. الذي ينجز تقريب تابع ه)/ بتقدير عدد © معطى. 
حسب الدستور (2) أو 2(65.12). على الرغم من ان لكثيرات الحدود 
(2) أو 65.12 (2) بنية بسيطة, فإنها لا تمثل عموما احسن كثيرات 
ادرو اتن فرغه معطاه يرهق غل أنه بوجت رن کیرات ادو 
ذات الدرجة « . كثير حدود لا يختلف (على الاكثر) عن تابع () f‏ 
معطى مستمرا على مجال ۵م) لاب (ة)ود . يرمز هنا: 
بیو ساد وي 
لتذبذب التابع رى على المجال ۱۵ (71.5 - ج). بخصوص 
كثيرات الحدود الثلثیة (على الدائرة © ) فإن التقدير السابق يعوض ب: 
(/1) 12 ( نظرية د. جاكسن 1861508 راچ [9]). 

5 12 .6 اشتقاق ومكاملة التوابع التي تأخذ قيمها ف فضاء 
2 .16 . المشتق . و 

أ. ليكن ()« تابعا معرفا على محالم > : >> » قيمة.في فضاء شعاعي 
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نظيمي × حقيقي أو عقدي. نقول عن التابع ()« إنه يقبل الاشتقاق . 
عند نقطة #0 من إط ,ها إذا وجدت في الفضاء × النهاية: 


)1( وز (ا) "د‎ ١-8 0 
tt) ~o 


تسمى مشتق التابم 9) ۾ عند النقطة ا د؛. 
ب . نقول عن التابع () « إنه قابل للإشتقاق على كل المجال (۵ ,ه] 
إذا وجد مشتق ()2 عند كل نقطة من هذا المجال؛ يكون المشتق 

() له في هذه الحالة تابم معرف على المجال [65 ,6] » قيمة في . 
ج. ينتج من التعريف (1) انه إذا كان تابع () ۾ قابلا للإشتقاق عند 
كل نقطة هأ فإن: 

fo‏ — ځ) to)‏ ,ځ) e‏ ې (to) (f — to)‏ لبد = (to)‏ يه — () ند 

حيث #0 ,)م يؤول الى الصفر في الفضاء × عندما ,2 ج1 . 
د . بصفة خاصةء فإن قابلية ۵)« للإشتقاق عند النقطة 40 تستلزم 
استمراره عند هذه النقطة. إن كل تابع ()« قابل للإشتقاق على جال 

[5 ,ها تابع مستمر على هذا المجال. 

نثبت بسهولة (كما هو الشأن في الحالة العددية) القواعد الرئيسية 
e‏ ش 
ر. إن كان #۰ = () » عنصرا ثابتا من الفضاء × فان 0= () م . 
س. إذا كان )« و )نر تابعين قابلين للإشتقاق قيمها في × 
ان الامر كذلك فا يخص ()ن+ )« ولدينا: 

۵) ”و + ۵) سه = 01) lz )۵ + y‏ 
ص . اذا كان 0) # تابعا قابلا للإشتقاق وقيمة في × وكان () ” 
تابعا عدديا قابلا للإشتقاق فإن الجداء ()# ۲)0 تابع قابل للإشتقاق 
قيمة في × ولدينا: 
© « ۵) د + ۵) # ۵) “دع (Dz (DJ‏ 0 
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وعلى وجه الخصوص : ۵) سه = ۵1) laz‏ 
من اجل کل ثابت » . 

ط . اذا كان () 2 (0 > >6 تابعا ل * قابلا للإشتقاق قيمه 
في الفضاء × وكان () + = تابعا عدديا قابلا للإشتقاق قيمه في المجال 
8# ,ه] فإن )٧)١(‏ 2 = )28> تابع ل 5 قابل للإشتقاق. ولدينا: 
a )۵ ° )©‏ = () 'ل 
ع. ندخل الآن مفهوم مفاضلة تابع ۵) 2 قيمة في فضاء نظيمي. نقول 
عن شعاع ب ن) د مه حيث ۵٧‏ 0 تزايد كيفي للوسيط ۲ إنه 
تفاضلية التابع الشعاعي ()« عند = . وهكذا فإن تفاضلية تابع 

هي الجزء الخطي الرئيسي لتزايده عند تزايد المتغير م . 

تبقى النظرية الخاصة بثبات تفاضلية تابع مركب قائمة: إن لتفاضلية 
التابع )2 نفس الشكل سواء كان + مستقلا أو كان تابعا لمتغير 
مستقل آخر + (يثل عنم في الحالة الاخيرة الجزء الخطى الرئيسى لتزايد 
التابع (م): . ذلك انه اذا کان [21/)0 -060 م وكانت بل 
هي تفاضلية التابع « بالنسبة للمتغير > فإن لدينا حسب ص: 

dt = dz,‏ () ند = (e) 7 (t) dr‏ نه = dt‏ ) “ع = ند يق 

وهو المطلوب. 
ف . سنبين فيا يلي ( ق) القضية العكسية ل ر : كل تابع مشتقه يساوي التابع 
المنعدم هو تابع ثابت . قصد التعمي , نبين هذه النظرية في الحالة التي يكون فيها 
التابع ()« قابلا للإشتقاق بتقطع . من اجل ذلك ندخل التعريفين الدقيقين 
التاليين: نقول عن تابع () » قيمه في الفضاء × إنه مستمر يتقطع على جال 
مغلق ن >>: ده إذا وجدت قیزلة 6 = رز > ...> إا > ا = 
بحيث يكون ()2 مستمرا في كل مجال (بېئ# .#) وقبل هذاالتابع 
النهايات (0 + )د و 0 -بېځ)بده (حيسث: ۰۰۰0 ,1 ,0 = )k‏ 
لا وه ؛. كالمعتاد يمكن للتابع ۵) « ان يكون معرفا عند النقاط 
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+4 بالذات بأي شكل من الاشكال او حتى غير معرف عند هذه النقاط . ونقول 
عن التابع () نت إنه مرن بتقطع على (# ,ه۱ إذا كان مستمرا على [5 ,ها 
وقابلا لمشتق ۵) “د ايا كان في [5 ,ها باستثناء عدد منته من النقاط› 
وكان هذا المشتق مستمرا بتقطع. 
ق. نظرية. (القضية العكسية للخاصية ر). اذا كان )د . 
1 ا, تابعا مرنا بتقطع قيمه في فضاء نظيمي × وكان المشتق 
#۸ # منعدما في كل نقطة موجوده فيه. فإن مدع ()2 (حيث 
#۷ عنصر ثابت من الفضاء × ). ش 
البرهان. نفرض في البداية ان 0= ۸) 'ء ايا كان داخل المجال 
[6 ,ه] . نشت نقطة م8(9 ,4) وعدداع > م. با ان 0= () نت 
فإنه يوجد جوار للنقطة ٤‏ تتحقق فيه المتراجحة: 
١-٥‏ ت۱ ()« - (۵)«| (3) 
نرمز ب () ,7 للمجموعة المؤلفة من كل العناصر م << ع والعناصر 
1 ما الق لا تحقق المتراجحة (3). ليكن (م) ,7 مصة = م2 
ونفرض ان eR‏ . بما ان 2)0 و فإن المتراجحة (3) 
المحققة بجوار النقطة ئ: تبقى كذلك عند النقطة #0 نفسها. لما كان: 
0 - ) '# » يوجد جوار للنقطة 40 تتحقق فيه المتراجحة: 
ضح اج > | (؛) ه- () :| )4( 
نختار ٤‏ <20 تتحققه من اجله المتراجحة (4). ينتج من (3) و (4) أن: 


(e) | >‏ ع - (to) | + | # (to)‏ ند -(۵) ند ] >> | (۵) هب (م) | 


> ١-د‎ e(—e) =e (E غه( سرس‎ 





بحيث ان النقطة م لا تنتمي ايضا الى المجموعة )76 . وهذا 
یناقض المساواة ۵) ,7 to = inf‏ . وبالتالي 6 عدخ ولديئنا: 


lz )( - )ع <| ) سه‎ - e) 
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وهذا من اجل کل :3[ ,] . 
ما أن هم كيفي » لدينا : 
0 = م هس - )ند 
وهذا من اجل کل ۵ مال إذن 6 =z‏ () 2 
وهكذا يتضح ان التابع ()2 ثابت على المجال (۵ ) . با اننا 
نستطيع اختيار النقطة © قريبة بالقدر الذي نريد من النقطة © فإن التابع 
۵ ثابت على كل المجال إن ,ه] 


نعتبر الآن الحالة العامة: يوجد على المجال ټغ ,ه] عدد منته من 
النقاط » معبره زيا = ړه > ...< ره > مه = Yea‏ يقبل فيها التابع 
0 مشتقا؛ إن المقدار )"ته موجود ومنعدم في كل 
مجال (ربره ,«ه) (حيث (4 = ۸ ,. . . ,0= 0). 
يثبت الاستدلال السابق ان التابع )2ت ثابت على كل ال 
(وبره ,ره) (4 « ,... ,0 ن. بما ان التابع ‏ 2)0 مستمر على 
المجال إن ,ه٨‏ فإن قيمه على المجالات المتجاورة ‏ ډېه ,رم و 
ره ,)2 متساوية؛ ومنه يأتي ان 2)0 تابع ثابت على كل 
المجال ا ,ه] . انتهى برهان النظرية. 
2 .6 . المكاملة. 


أ. ليكن ()2 la, 5[ EE‏ دن ۳ 


ا 00 بعد تعيين تحرئة 
Db}‏ = پا n1‏ كك Eo Sh >> 5< . Sh‏ ا 


للمجال 4 la,‏ عند النقاط العلمة 1- n‏ که وغ 6 وسيطها 
غه عدص = (11) ۾ » يمكننا تشكيل المجموع التكاملى لريمان: 
2-1 
e )'«( ۸٨‏ ے ‏ (م) 5 


بطبيعة الحال فإن هذا المجموع عنصر من الفضاء × . نؤكد انه اذا 
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كان التابع ۵) مه مستمرا بتقطم فان المجاميع (1) تؤول. من اجل تقسم 
لا محدود للتجزئة 11 » أي من اجل 0ح (1) ل » نحو نهاية في × 
نسميها تكامل التابع © مه على المجال (ۀ .»۱ ونرمز لها ب: 
5 
در | 
ب. إن البرهان على وجود تكامل تابع مستمر بتقطع قيمة في × يعيد 
البرهان الوارد بخصوص تابع عددي  41.9(‏ 61.9). نشير هنا الى أهم 
||( ه-(”) || up‏ >-(ة)يه 


t—t” 


+, t€ (a, (1 


تذبذب لتابم ۵)« على المجال (ۀ ,ه] ؛ إن كان ۵)« مستمرا 
فان (8) ره يؤول الى الصفر عندما0 + 6. کا هو الحال في 41.9 + 
د فإن المتراجحتين التاليتين قائمتان من اجل المجاميع التكاملية لأي تابع 
 )‏ : اذا حصلنا على تحزئة 11 انطلاقا من زئة اخرى باضافة 
بعض نقاط تقسي لهذه الاخيرة فإن: 
(ه-خ) )8( مه > )|| (#) بره <(2ه) llsr‏ (2) 
من اجل (0) 4< 8 ؛ إذا كانت 1] و 71 تجزئتين كيفيتين مع 
dD) <8‏ و 6 > (01) 2 »> فإن: 


(3) || ررد‎ (2) — srr’ (z) || > 20 (8) (b— a) 


بعد اثبات المتراجحتين (2) و (3) يبقى تطبيق (من اجل () بت 
مستمر ) الخاصية 0 = )8( مه lim‏ وكون الفضاء × تاما. اما الانتقال الى 
تابع مستمر بتقطع فيتم كا ورد في 61.9. 
ج. يکن کا هو الحال في 51.9 جء البرهان على ان كل تابع ) ± 
قابل للمكاملة على زۀ ,ه] تابع محدود (بالنظيم) بحيث ان: 


| 2 (D || < e 
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من السهل اثبات الخاصيات الرئيسية التالية الخاصة بالتكامل: 


1( نه )( [az (dt =a ] x‏ (حيث » عدد) 
١ 5 1 0 :‏ ۹ 
( نه f a (Dat + f‏ عه رق) برج واعا ل 


(حيث (م >5 >») ) 


ابن وس © 


(att Û a(at= Û a(t (3 
0 6 


6 
ند أ‎ )4( dt | < max | (|| )۵-( (4 








(lat. (5‏ دا 1 | که 9( » 1 | 


نحصل عليها كلها بالانتقال الى النهاية في الخاصيات الماثلة المتعلقة بالمجاميع 
التكاملية . 

د . القيمة المتوسطة لتابع . كا هو الحال بخصوص التوابع العددية (51.9 
اط المقدار. م 

) يسمى 8 نه( سلو 


من اجل تابع () » مستمر بتقطع قيمة في فضاء باناخي × , القيمة 
المتوسطة (أو الوسطى) للتابع ()«د على المجال اة ,8 . إن القيمة 
المتوسطة لتابع )د حقيقي حصورة بين قيمتيه الصغرى والعظمى على 


ع« 


[6 ,ها وهي تساوي قيمة ()« إن كان التابع )سم مستمرا. 
بخصوص تابع ذي قم في فضاء باناخي (يمكن ان يكون ذي قم 
عقدية) فإن القيمة المتوسطة قد تكون مخالفة لكل قيمة يأخذها هذا التابع 


المجال (5 ۱٤۸,‏ . وهكذا: 2 
على 0 : و 0- أأى — ie di‏ 1 لي 


على الرغم من أن التابع “م لا ينعدم في مجال المكاملة. 
ر. لتکن ‏ مموعة في فضاء شعاعي ,1 ؛ المغلف المحدب للمجموعة × 


105 


هو تعريفاء المجموعة (7)8 المؤلفة من كل الاشعة ذات الشكل: 
m=1, 2, ...)‏ ,احمه لا ,0حمه ants (TREE,‏ لا سل )4( 
٩ 8-1 2-1‏ 


إن المجموعة (۳)8 محدبة  43.12(‏ ب): ذلك انه اذا كان 
هې REE,‏ رانك ق عه ,0< 8 ,0<ه ١‏ 


و: - nz, 6 17 (E), y= 2 Bryr CV (E),‏ الع 


1 فم اله ثب ٠‏ ۵ خٌ 5 
فإن لشعاع ٣۰8,0:‏ )> + ممه .نه خد مرق 82+ همغ Êy = a‏ سه 


ينتمي. هو الآخر الى (7)8 لأن 0<يمه عن 2 082-0 و: 


1= مجه - بق ل2 +B‏ وه لاه - 8.8 د Daca‏ 
من جهة اخری. فإن كل جموعة محدبة م تحوي» عند احتوائها جموعة 
معطاة 8 » كل الاشعة ذات الشكل (4). ينتج ذلك من اجل2 = ” من 
التعريف نفسه لمجموعة حدبة. نواصل البرهان بالتدريج: نفرض ان هذا 
صحيح من اجل كل؛ ‏ س شعاعا ونثبت صحته من اجل ٭ شعاعا كيفياً 
٠.٠٠ Tm‏ وګ في ۸ . لدينا : 
ب + ...+ ولوت 2 
amam‏ د وه ...په پش يځ ان يه 
ووه 21 (وومه ادد + (a‏ = 
ينتمي الشعاع ,2 الى المجموعة 2 حسب افتراض التدريج ؛ اما النقطة 
۶ فهي منتمية ل ۴ بصفتها نقطة من القطعة المستقيمة التي تصل ۶ و 
zm‏ . 
يمكن القول إذن بأن المجموعة (8) 7 التي انشأناها هي اصغر مجموعة 
حدبة تجوي ج . إن كانت 2 نفسها محدبة فإن لدينا بطبيعة الحال 
(E) = E‏ ۷ . 


106 


س . هناك في فضاءات باناخ جموعات محدبة غير مغلقة ( يمثل جال 
مفتوح من المستقيم العددي جموعة من هذه المجموعات). بعد تعاطي 
جموعة تعن حيث × فضاء باناخي» يكن تشكيل مغلفة المحدب 

(8) 7 ثم ملاصقه (5) 7 ؛ يسمى هذا الاخير المغلف المحدب المغلق 
للمجموعة 8 . إن المجموعة (7)5 محدبة؛ نلاحظ عموما ان ملاصق 
جموعة محدبة هو ايضا جموعة محدبة لأننا نستنتج من: 

سمل YJ = lim Yn, an CV,‏ په lim‏ = بن 
(azn + Byn) € 7‏ سنا = az + By‏ 
إن المجموعة (5) 7 هي اصغر مجموعة محدبة ومغلقة تحوي المجموعة 

المعطاة 8 . 

ص . نظرية. إن المتوسط (د) لتابع ).د مستمر بتقطع قيمه في 
فضاء باناخ <. ينتمي الى المغلف المحدب المغلق لمجموعة قم ()« على 
المجال إن ,»ها 

البرهان ينتج من تعريف التوسط: ۱ 

۰ خڅ )2 لا ۹ اک نی 
لأن المجموع التكاملى في الطرف لين 2 3 07 الخدب المؤلك 
من قم التابع (لأن1 = ۸٨‏ 2 هو 

بخصوص الثال المعطى ۴ د فان ترا التابع أو على 

270 ,0] . المساوي ل 0 ينتمي الى المغلف المحدب المؤلف من كل قم 
التابع اين على 287 ,0] : تملأ هذه الق الدائرة ذات نصف القطر 
1 اما مغلفها المحدب فهو كل القرص المحدود بېذه الدائرة. 

ط . التكاملات الموسعة . يمكن إنشاء نظرية التكاملات الموسعة المؤلفة 
من التوابع ذات القم المنتمية لفضاء باناخي على غرار حالة التوابع العددية 
(الفصل 11). نشير هنا لأهم مراحلها. لیکن )2د تابعا قيمه في 
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فضاء باناخي ج » معرفاً على نصف المستقم مه > ؛ > » وقابلا للمکاملة 
(مستمراً بتقطع مثلا) على كل الط >> 1> ۾ «التكامل الموسع من النمط 
الاول 
at‏ ۵ (5) 
معرف كنهاية (باعتبار نظي الفضاء × ) التكامل: 
50 (6) 
من اجل مه ج شريطة ان تكون هذه النهاية موجودة. بصفة خاصة 
ا' إذا كان التكامل العتاد: 5 
8 )( 
وروا نان الام کلف صرض التكامل الموسع (5)ء نقول عندئذ 
عن التكامل ( 5) إنه متقارب مطلقا ؛ لديناء زيادة على ذلك » التقدير: 
)٤( ٨٢٢٢‏ 
إن وجود التکامل (5)» في جالة وجود التکامل (؟). ناتج من 
مقياس كوشى: لكي يكون التكامل (5) موجودا يلزم ويكفي. من اجل 
كل : > 0. ان يوجد عدد طبيعي /ر بحيث تكون المتراجحة: 
1 ې م>هوء | | 
حققة مها كان م >> ۷( وو >> .٧‏ 1 
تعمم التكاملات الموسعة من النمط الثاني والنمط الثالث بطريقة 
2 .36 . التكامل والتابع الاصلي . 
أ. ليكن ()« تابعا مستمرا بتقطع على جال (ۀ ,ه] قيمه في فضاء ' 
باناخي ې لنثبت أن لن ير )رمم 
مشتقا عند كل نقطة استمرار وا = ٤‏ للتابع )«م » يساوي القيمة 


. # )20( 
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لدينا حسب قواعد الکاملة 26.12 ج: 


1 


۱-٥ ! 
0 


1 2 
= (یل) د ه) ع] | سلب + هج | سل 
o‏ 


10 








به |( نه (ة) ه] | جنب + (ل) ± = 
to‏ 


a 


ثم لدينا بفضل استمرار التابع )د عند النقطة 8 : 

هح ||( «-(څ)ع1| عمش »اه )هه عا | جا شب | 
وهذا من اجل ا جع 2 ومنه تأقي النتيجة . 

ب . نقول عن تابع () 6 قيمة في فضاء باناخ × إنه تابع اصلي 
للتابع «) 2 المستمر بتقطع اذا كان: () 2 ع () “6 عند كل نقطة 
استمرار () ± . إذا كان هناك تابعان اصليان )6 و ۴)0 


للتابع ± فإن ۰ 
= ۵) ع - ) رب ( کا () “6 = (DJ‏ ګګ - 0( ٧‏ 


وبالتالي » بمراعاة النظرية 16.12 - ق» فإن التابع ۵) م () © ثابت. 
نرى إذن أن الفرق بين تابعين اصليين عنصر ثابت من الفضاء × . بما ان 
التابع (1). کا رأيناء تابع اصلي فإن کل تابع اصلي آخر يكتب على' 
1٤ 4‏ 

6 )(- | 2 (DBF . لل‎ 


حيث ,د عنصر ثابت من الفضاء × . بصفة خاصة, لدينا الدستور التالي 


من اجل کل تابع اصلى : 5 
em-em= [aga © ©‏ 


وهو دستور يعمم دستور نيوتن ‏ - لیبنیتز. 
ج. بالعكس» ليكن (6)۵ تابعا قابلا للإشتقاق للمتغير ¿ 513 ,ه] 
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- مشتقه مستمر بتقطع؛ لدينا عندئذ الساواة التالية من اجل كل ؛ 
چه ) ل6 )۳( 6- )6 ١‏ )2( 

ذلك اننا إذا رمزنا مؤقتا ب e‏ للطرف الايمن من (2) فإن 
هذا التابم » حسب أء يقبل الاشتقاق ومشتقه هو () © عند كل نقطة 
استمرار لهذا الاخير . يتمتع التابع 6۵ بنفس الخاصية » إذن لدينا ثابتا 

= مه = )( € () *@ حسب ب لأن التابعين )6 و ()*6 
مستمران. لکن (م) © = (ه) *@ ومنه 0= ,م وبذلك اثبتنا الدستور 
(2). 

د . لدينا من اجل التوابع العددية القابلة للإشتقاق دستور لاغرانج 
(44.7): 
(b) - 6 (a) = (Db — a) 0‏ 6 

حيث 0 عدد حصور بين اكبر قيمة للتابع () '@ على [5 ,ها 
واصغرهاء أي ان 0 قيمة للتابع 9) “6 عند نقطة ا = . إن هذا 
الدستور يبقى قائما من اجل تابع )6 قابل للإشتقاق قيمه في فضاء 
باناخي × » الآ ان النقطة 0 تنتمي في هذه الحالة الى المغلف المحدب المغلق 
لمجموعة القم 9) @ على 8 ,ها . ينتج ذلك مباشرة من 26.12 
ومن الدستور (2). 

ر. ينتج من دستور نيوتن - ليبنيتزء كا هو الحال في 15.9 أء 
دستور المكاملة بالتجزئة 


b 
١ u )۵ مه‎ )۵ = u ) اا ۵) د‎ - v(t) du ) 


7 ق‎ o 


ممحظة ان تابعا من التابعين 9)» و ()2 عددي والآخر 
شعاعي (قيمة في الفضاء × )» وان كلا ١منها‏ مرن بتقطع. ٠‏ 
س. نحصل. کا هو الحال في 45.9. على دستور المكاملة بتبديل 
التغر : ٠‏ 0 8 
تخر )ع ] دع رم s(t‏ | 


Ta =a 
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ضمن نفس الافتراضات على التابعين ()« و ()؛ ولاعداد»»م ء 
00 . 
2 .46 . المشتقات ذات الرتب العالية» التفاضليات ذات الرتب 
العالية» دستور تايلور . | 
أ . إن المشتقات العالية لتابع (۵)« قيمه في الفضاء × معرفة, كا هو 
الشأن في حالة تابع عددي., بالتدريج. المشتق من الرتبة « » تعريفاء هو 
المشتق الاول من المشتق ذي الرتبة 4 « إن كان هذا الاخير تابع قابل 
للمشتق من اجلة > : > ٠»‏ ان كل المشتقات المحصل عليها توابع شعاعية 
قيمها في نفس الفضاء × . 

إن المشتقات ذات الرتب العالية لتابع شعاعي ها نفس الرموز المصطلح 
عليها في حالة تابع عددي: 
ظ () "2 = '((ځ) ™( ,... ,)( (z” )۵(' = r"‏ ,(۵) "ند = ((1) '#) 

ب. تعرف التفاضليات ذات الرتب العالية ايضا بالتدريج. 

d*z (t) = ۵ [dz )۵( = 'ند] ل‎ (1) dt] = a" (1) ۵ 
وو‎ (1) - d [dz (| = "ول‎ ) 17] gem (1) dt 

خلافا للتفاضلية الاولى فإن التفاضليات ذات الرتب العالية يتغير شكلها 
عند الانتقال الى متغير جديد مستقل ( باستثناء التبديل الخطي للمتغير ). 

ج. اذا وجدت كل مشتقات التابع 0) » » ما فيها المشتق من الرتبة 
(2+1). من اجل 5 >> : > ۾ فإننا نحصل على دستور "تايلور: 

Az (a) = نه‎ )۵( z (a) = 
dz (a) + 8 (a) +... + Ê d"z (), 
1 (o) (=a) + بے ا ...+ (ه) جلا‎ 8 


بالباقي الذي يمكن كتابته على الشکل: 


1 
1-ن) (ع) کب یږ پو = Qn‏ 


س سے 2 
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يتم البرهان على دستور تايلور بنفس الطريقة الواردة في 25.9 أ وهذا 
باستعمال دستور المكاملة بالتجزئة 36.12 ر. بالإنطلاق من عبارة الباقي 
نبرهن على التقدير: 5 
٩ dt =‏ (#--ؤ) ا - || (۵) ^2 | Qn | > max‏ || 
د | 9( "2 || ma‏ = 

2 .56 . متتاليات وسلاسل التوابع ذات القم المنتمية الى × . 
أ. لتكن . . . ,9) = ... ,9) وت ,9) = متتالية توابع للمتغير 

1 ,ها . قيمها في فضاء باناخي × . يكون تابع )± › تعريفاً. 
نهاية للمتتالية 2) م2 عندما مه > 2 اذا تحققت العلاقة: 

(ll =0‏ مه- (م) عا lim‏ 

وذلك من اجل كل > 533 ,ه) . نقول عن المتتالية () يت انا 

متقاربة بانتظام نحو النهاية )× إذا كان: 
0- || )مه - () lim sup [lz‏ 

أي اذا استطعناء من اجل كل ع > 0. :ايجاد عدد طبيعي 8 بحيث 
« > لويستلزم e‏ > || )مه - )|| من اجل کل 34ا ,ه] . 
رأينا 5 .69 ان نهاية متتالية متقاربة بانتظام من التوابع المستمرة هي ايضا 
تابم مستمر. هذا ولدينا النظريتان الماثلثلتان للنظريتين 27.9 و 77.9 
المبرهن عليها في حالة التوابع ذات الق العددية» وهما: 

ب. نظرية. اذا تقاربت متتالية () ,نه من التوابع القابلة للمكاملة 
بانتظام على (5 ,ها نحو تابع )± » فإن )× قابل أيضا للمكاملة 
ولدينا: 04ت j‏ سه 10ت د lim‏ 


بانتظام بالنسية ل 837 la,‏ . بصفه خاصة: 
dt‏ )6( نت ا = dt‏ (2) مه 3 lim‏ 
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ج . نظرية . اذا تقاربت متتالية () ,ته من التوابع المرنة بتقطع عند 
* نقطة» على الاقل. (ط ه) * وكانت المتتالية ‏ 25)9 المؤلفة من 
مشتقات ).د متقاربة بانتظام على [5 ,ه] نحو تابع (0) 8 مستمر 
بتقطع » فإن المتتالية 9) ,د متقاربة بانتظام على ۵ ه) نحو تابع 
© 2 مرن بتقطع و: ۵) م = () مه سنا = 9( a‏ عند نقاط استمرار 
)€ . 
برهان هذين النظريتين اعادة لبرهاني 27.9 و 77.9. 

د. نقول عن سلسلة: 

(DOD +... +z (0+...‏ ونه مك )وه )1( 
توابع ذات قم في الفضاء × إنها متقاربة على جال 8۵ ,ه] إذا كانت 
متتالية المجاميع الجزئية 

د zy (BD,‏ 4 ...+ ۵) ينه = (Û)‏ په ...< (Û,‏ ينه = )( وه 

متقاربة من اجل كل :۵12 ,ه] ؛ تسمى نباية المتتالية )مه برع . 
السلسلة (1). نقول عن السلسلة (1) إنها متقاربة بانتظام على ۵ ,»] 
إذا كانت المتتالية () په متقاربة بانتظام. من نتائج النظريتين ب و ج 
بعض الشروط الكافية لقابلية المكاملة حداً حداً وقابلية الاشتقاق لسلسلة 
توابع ؛ نترك للقاريء مهمة صياغة هذه الشروط. 
2 .66 . التوابع التحليلية . ليكن ۵غ)« تابعا قيمه في فضاء عقدي 
نظيمي × ١‏ معرفا في ساحة © من المستوى العقدي ا اغ = م . نقول 
عن هذا التابع إنه قابل للإشتقاق عند نقطة © 6 ٤,‏ إذا وجد في الفضاء 
× عنصر اماع حلش خطات ورزا - ري) 'ه 


يسمى مشتق التابع (ع)« بالنسبة للمتغير العقدي 5 عند النقطة 56 
نقول عن التابع () 2 إنه تحليل في الساحة € اذا كان قابلا للإشتقاق 
بالنسبة ل < عند كل نقطة 5066 
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فها يخص التوابع التحليلية ذات القم المنتمية لفضاء × . فإن قضايا 
النظرية العتادة للتوابع التحليلية (الفصل 10) تبقى . اما تعريف 
التكامل على طول خط من المستوى العقدي» وهذا دک ضروري لوضع 
اسس النظرية» فيصاغ بالطريقة المعتادة كا يلي. ليكن .2 سبيلا مرنا بتقطع 
في الساحة 6 ۵)ع حدم » حيث ا يرسم جالام ‏ 1 > م ولتكن : 
=D”‏ < ...< > وا ع م = 11 تزئة للمجال [5 ,هاء (ر1) م ع رو 
( ,... ,1 ,نا حر ) هي لنقاط التوافقة لذلك من السبيل 2 و 
را وبرج = را۵ » نضع: وم 

2)5( d= lim 2 )ر6( نه‎ A, 

يبرهن على وجود هذا التكامل من اجل تابع مستمر بتقطع قيمة منتمية 
لفضاء نظيمي تام × كرا ورد في حالة تابع عددي (12.10). من جهة 
اخرى. لدينا نظرية كوشي الخاصة بتابع تحليلي ©) م : إذا كان تابع 
() د تحليليا في ساحة مترابطة ببساطة 6 . فان لدينا من اجل كل 
حافة مغلقة 2 محتواة في الساحة 6 : 45-0 )هجا 
نثبت انطلاقا من نظرية كوشي دستور كوشي بالطريقة المعتادة: 
( © داخل 2 ) يل بير - )2 

م القضايا الاخرى من 810.3 بصفة خاصة» يقبل تابع تحليلٍ 
(5) 2 في الساحة 6 » مشتقات من كل الرتب وينشر في كل قرص 
( > | ع)) = 0 محتو في الساحة © وفق سلسلة تايلور: 

")مه 3 = )ند )1( 


- یځ به کہ سه (... ,1,2 .(mn=0,‏ 


إن نصف قطر تقارب هذه السلسلة يساوي المسافة التى تفصل النقطة 
مخ عن اقرب نقطة شاذة للتابع (ځ)« (أي النقطة التي يكف فيها التابع 


114 


(ع) « عن التمتع بخاصية الاشتقاق) ويمكن ايجاده بفضل دستور كوشي 

هادامار (93.12.- اع): ١‏ 
1٥1‏ ش سلا و 

نحصل على المشتقات المتوالية للتابع () > باشتقاق السلسلة (1) حداً 

حدا : أ! 

“لو امه J‏ =)( مه 


.(m—k+- 1( dm (5 — bo),‏ 5 .)1 س (m‏ ”2 ت )5( ان 


ي ي ي ي ه د ه ي ء ه ده هدع ي ي ء و ه ه يو م ه م ه ه ه ه م 


8 .. المؤثرات الستمرة. 
2 .17 کنا اعطينا تعريف مؤثر في 51.12 وقلنا أن تطبيقا ۸ من فضاء 
شعاعي × في فضاء شعاعي ۷ (على نفس الحقل × ) مؤثر خطي إذا 
وتشمه + بعتشبه = (إوموه + A (aızı‏ 


من اجل كل ,«# و یت في الفضاء × مها كان العددين به و ويه من 
فطىة ٠‏ 


نعتبر هنا المؤثرات الخطية من فضاء نظيمي × في فضاء نظيمي ۷ 
نفرض الآن ان × و لا حقيقيان. 

أ . طبقا للتعريف العام لتابع مستمر 11.5 - أء نقول عن مؤثر خطي ۸ 

من فضاء نظيمي × في فضاء نظيمي ۷ إنه مستمر عند € منه = ت إذا 

استطعنا من اجل كل 0 < ء» ايجاد عدد 8<0 بحييث تستلزم 

8 > | وه - 2 |المتراجحة عك| س4-ع4| هناك كالعتاد تعريف 

يكافىء التعريف السابق: يكون المؤثر ۸ مستمرا عند ه# ‏ © إذا كان 
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معش ج سه (التقارب فيلا ) عندما ,ندج ,تت (التقارب في × ). 
ب . نقول عن مؤثر خطي ۸ من فضاء × في فضاء لا إنه حدود اذا كان 
حدودا على كرة الوحدة في الفضاء × أي إذا كان 1 > | »| يستلزم 
|4٠‏ حيث ٠‏ ابت مثيّت.. خينئذ تسمى الكمية: 

٢ |- sup | إعه‎ 











نظم المؤثر ۸ . لدينا من اجل كل شعاع یز(ج :1ع | ومنه 
>| 4| وبالتالي : . 
ILA lll zl‏ >> | ج۱۵ (1) 


ج. اذا كان مؤثر خطى 4 محدوداً فهو مستمر عند كل نقطة وه من 
الفضاء × . 
البرهان. ليكن ه مؤثرا محدودا نظيمه || || . لدينا: 

١ >> || A || lz — zo | >> 6‏ (س ع ج) ذا ع دارهذ داه | 


وهذا من اجل 0 << ع معطي و || ۸ ||/» > | | 


د. إذا كان مؤثر خطى ۸ مستمراء على الاقل. عند نقطة 20 = 2 فإن 
۸ حدود. 
البرهان . نبحث عن 8 بحيث نجد1 > | ۸ - 2ھ إعندما 8 > | 0ه - د | 
ليكن 1 >> || و2ة دوجس = 2. لدينا: 
,8 ع> | 2| 8 = اود ج| 
S| Az |>> 1‏ = | نح - ج) | = | پچ ھ ‏ هذا 
,> مها 


وهو المطلوب. 
ر. نتيجة لذلك لدينا: كل مؤثر خطي مستمر على الاقل عند نقطة من 
الفضاء × مؤثر مستمر عند كل نقطة. 
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إن النظريات الثلاث التالية قائمة أيضا من اجل مؤثر مستمر ۸ من 
فضاء باناخى × في فضاء باناخي ۷ : 

. اذا تقاريت ملسلة دس :لا ف الفضاء × فان A:‏ = م۸2 ل2 
س‌ ء ۰ / 1 .- 5 1 


ص . اذا كان () « تابعا مستمرا بتقطم على مجال ,۵ >> ؛ هه قيمه في 
الفضاء × » فإن لدينا: ' 5 
[Az (Dat‏ | = [:ه0) || A‏ 
ط . اذا كان ()« تابعا قابلا للاشتقاق عند ٠,‏ = م > قيمه في الفضاء 
× فإن لدينا: 

A '(هذ) = [(:) د‎ (to). 


يتبع برهان النظريات الثلاث اعلاه نفس الطريقة. يتعلق الامر بمجموع 
سلسلة وبمكاملته واشتقاقه» وهي نتائج تأتي بفضل بعض العمليات الخطية 
والانتقال الى النهاية» مع العام ان المؤثرات الخطية المستمرة تتبادل مع 
العمليات الخطية كذا مع الانتقال الى النهاية ولذا فإن المؤثر ۸ يحقق 
العلاقات الواردة في النظريات. 
ع إذا كانت ثلاثة مؤثرات وى ,۸ ,4 من فضاء شعاعي نظيمي × في 
فضاء شعاعي نظيمي لا محدودة» فالامر كذلك بخصوص الؤثرین 
وھ ‏ به و هه (51.12 - ر) وهذا من اجل كل » حقيقي لأن لدينا 
من اجل 1 >> | 2|: 


(A + A) يذ + مرخ | = | ه‎ | < [Az || | عم‎ | >> 
>> || يذ‎ ]] + Il A» Il, 
| >ع>| مذ || »ه| | مشه‎ la [Il A Il. 


زيادة على ذلك تبين العلاقات السابقة أن: 
ادد ۳٢‏ الي || زه روف ٢‏ بش) | سو ازية دي | 


| هه‎ || sup |aAz|=]«| sup | Az| =| «| || All| 
لک‎ I#I<1 
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يمكن القول إذن ان الفضاء (¥ ,)1 المؤلف من المؤثرات الخطية 
المحدودة من × في لا فضاء نظيمي عند تزويده بالنظم 2 پ: 
د ذا 
ف . ليكن 8 مؤثرا محدودا من فضاء نظيمي × في فضاء نظيمي لا و ۸ 
مؤثرا خطيا محدودا من لا في فضاء نظيمي 2 . حينئذ يكون المؤثر 
8 = معرفا من × في 2 (51.12 - ص). لنثبت ان المؤثر ۴ حدود 
هو الآخر. لدينا من اجل كل ×€# : ٠‏ 
ll lz |‏ || || ۱۸| عد | ع8 | !|| >> | عظذ ا 
ومنه نرى أن 48 = 85 محدود وأن: 
II AB || < IIA IIIB Il‏ )2( 
ق . بصفة خاصة, إذا كان ه مؤثرا في × فإن: 
IA IF‏ >> || هذ A* II = ١|‏ || 


کا أن: 


٠» ¢‏ ه ه OG‏ © ه ه GS‏ ه ه ه ه ه ه ده ه annem‏ 


)3( (|| حعه || ع ازنه‎ || || ۵۶۱ NASAN, 
ه || > ۵۶ || ا‎ ۲۸ || > AI | ع اله‎ || All". 


ك. نبحث في اطار الامثلة على نظ مؤثر خطي خاص معرف في الفضاء 
( ,ه] “8 المؤلف من التوابع الحقيقية المستمرة على الجال ۵ > + >» 
ليكن (۸ #) 2 تابعا مستمرا حقيقيا ل 90 وذلك همها 
كانت ورز 4 المنتمي الى عر نفرض ان الكمية: 
sup 4 2|‏ -و 
منتهية. من اجل ما عر " نضع: 


5 
نه )0( )1 A[2] = | D(t,‏ > (0) 0 )4( 
يحول المؤثر 4 كل تابع 2)0 الى تابع () س معرف على المجموعة 
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ه. إن لتابم ()غ محدود لأن: 
5 


I=) f 2), e (Dar |<‏ وزع الها 
٢‏ هم )٤(‏ 
ې1 )|| )هو > 
وهكذا فإن الدستور (4) يعرف مؤثرا من الفضاء ۵ه ٩۸‏ في 
الفضاء R (A)‏ المؤلف من التوابع الحقيقية الحدودة (۸) لا . نزود الفضاء 
الاخير بالنظيم الطبيعي : | sup |١‏ > ۷ || 


إن المؤثر 4 خطي بطبيعة الحالء ينتج من المتراجحة (5) انه حدود 
وان نظيمه لا يتجاوز الكمية 2 . لنثبت ان2 = || || . 

نعتبر التابع [(1 ,ا) 2] ہس = (۸ ,)من » حيث )يه تابع 
مستمر يساوي 1- من اجل «/14 >> + و 1 + من اجل م/1 ل < + 
وخطي في المجال [1/0 ,1/8-] ( الرسم 2 ). إن التابم zn (4 A4)‏ 
مستمر هو الاخر بالنسبة ل . اما الجداء ‏ (۸ )يه(0),۸ فهو 
تابع غير سالب يساوي |(¿ ۱٨)‏ من اجل ۾/4 <|( )8 | 
ولا يتجاوز | (2 ,):۱0 في النقاط الاخرى من اجل 8 ع ۸ ثبت فإن 
التابع ‏ (( ,#) په عنصر من الفضاء (۵ ,ه) “۸ . زيادة على ذلك: 


b 
A [zn (f, (( > ا‎ | D(t, (| فك‎ < ٣ 2) | زم كي‎ 
| 2 )( جح‎ a 4 


ما أن 2<)2,2(||>1|| لدينا: 
5 
|| وود =| ((1 A [zn (f,‏ | منود || () عه | gup‏ - الها 
بمراعاة المتراجحة (5) نحصل علی: 
0 
A) | 4‏ وو ۵ ا 


وهو المطلوب. 
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ل . ليكن ۵) D‏ تابعا مستمرا ل t € [a, b]‏ عندئذ يعرف الدستور: 
0 


)٠( F [z] = ډ‎ D (z(t) dt 


تابعية خطية في الفضاء (ط ,ه) ۸° يكن اعتبارها حالة خاصة من المؤثر 
في الوارد في ك» حيث ان جموعة قم الوسيط ۸ مؤلفة من نقطة 
واحدة. 
بتطبيق النتيجة ك نحصل على : نظم التابعية (6) يساوي : 
b‏ 


|| رك 


2 نظرية حول التطبيق الفتوح. 


أ. ليكن (م) / = س تابعا معرفا على جموعة × قيمه في جموعة ۲ . تشكل 
النقاط (2) 7 = ل > حيث د يتجول في جموعة جزئية لا ح 0 »صورة 
المجموعة الجزئية 0 التي نرمز ها ب 7)0 . نسمى ججموعة كل النقاط 
× ع الي ينتمي من اجلها 2) / = ن الى محموعة جزئية لآ ح #»الصورة 
العكسية للمجموعة الجزئية ۴ ونرمز ها ب م ۸ 


اذا كان × ولا فضاءين متريين و (د) ۶ = س تابعا مستمرا فإن 
الصورة العكسية ‏ )د لكل جموعة جزئية مفتوحة لا 6 جموعة 
جزئية مفتوحة في ×  41.5(‏ أ). 


على الرغم من ذلك فان الصورة (6) 7 لمجموعة مفتوحة× ح 6 ليست 

بالضرورة جموعة مفتوحة في ۷ .فمثلا إذا مثل × المستقم > ۾ یو 

لا المستقم مه-> ر مه أو كان التابع (») / = ن ثابتا فإن صورة كل جموعة 

مفتوحة ( كل مموعة× >€ عموما) عبارة عن نقطة واحدة ۷ وهي إذن 
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لا تؤلف مموعة مفتوحة في × . لو عززنا الفرض باضافة الشرط القائل ان 
التابع (2) ۶ يطبق الفضاء × على لا لاعتبرنا التابع المستمر المساوي ل 
8 اس) من اجل 1 < »و ل 15 ل ج) من اجل4- > ول 0 من 
اجل 1 > | | إن هذا التابع الذي يطبق المحور × بأكمله على المحور 
۷ يحول المجموعة المفتوحة (1>>|#|) الى نقطة واحدة0 = ن. 
نفرض ان التابع المستمر (2) / = 8 يطبق تقابلياً الفضاء × في الفضاء 
لا نختار -(ن ,»)ب الفضاء المؤلف من التوابع ()» القابلة 
للإشتقاق باستمرار على المجال [5 ,»)أ (52.12) الموزود بمسافته 
الطبيعية» ونختار لا المجموعة الجزئية من الفضاء (۵ ,ه) ۴ . المؤلفة من 
كل التوابع القابلة للإشتقاق باستمرار على |5 ,ه] (نزود 3 ,6) “م 
بمسافته الطبيعية, مع العلم ان (3 ,ه) “8 مؤلف من كل التوابع المستمرة 
على [5 ,2] )0 من حقنا اعتبار هذه المجموعة الجزئية فضاء متريا. نعتبر 
التابع (ه) ۶ = س الذي يصل كل تابع (۵ ,ه) ,2 € () ± = 2 . بالتابع 
نغسه (3 ,م)*8 € 9) »= () و= ل . إن هذا التابع متقارب لأن 
التقارب () » > () ته في 8۵ ,ه) ,7 يستلزم بطبيعة الحال 
التقارب: )دح )( y‏ ح )په = )ولا في (2 ,)۴ . من 
البدهي ان التطبيق (ه) 7 = س تقابلي. ورغم ذلك فان صورة جموعة 
مفتوحة في × » مثلا صورة كرة الوحدة المفتوحة في ۵ ,ه) ,0 ليست 
مفتوحة في لا لأن كل جوار لنقطة (7) € () ٠ا‏ معرف بالمتراجحة 
> | ن) س - ۱٧)‏ يحوي توابع مشتقاتها كبيرة لا نهائياً. 
ب. نفهم الآن السبب الذي يجعل فروض النظرية التالية اساسية: 
نظرية حول التطبيق المفتوح ( باناخ ) . ليكن 4 مؤثرا خطيا مستمرا 
يطبق تقابلياً فضاء نظيميا تاما × على فضاء نظيمي تام ۷ . عندئذ يحو ل 
المؤثر ۸ كل مموعة مفتوحة× ح يالى جموعة مفتوحة لت (6) / . 
البمرهان. نرمز ب ۳ للكرة (7>|#ه|:#2) . نبرهن في البداية ان 
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ملاصق المجموعة (,۷) ۸ في لا يحوي كرة من الفضاء ۲ . لدينا فرضا: 
د۸۳ Y= Û‏ )هد وه مده 
و Y= Û A7‏ . اعتادا على نظرية بير  57.3(‏ أ) يوجد 
عدد "=١‏ بحيث تحوي المجموعة (ر۸)7 كرة >٤‏ إس-و|:س .با 
ان اللجموعة ( )5 متوازية فهي تحوي أيضا الكرة 
( > |+| :#) . زيادة على ذلك فإن الجموعة (٭۸)7 محدبة 
(لأن كل مؤثر خطي يحول جموعة حدبة الى مجموعة محدبةء ولأن ملاصق 
جموعة محدبة محموعة محدبة حسب 26.12 - س) وتحوي إذن الكرة 
(ع > || :)=۳ المحتواة في المغلف المحدب للكرتين المذكورتين. 
من الواضح › بسبب التشابه ان لدينا الاحتواء التالي من اجل كل 
WA 7 ( :P <0‏ . بصفة خاصق لدينا: 4070 »#7 » 
وهو المطلوب. 
نشت الآن أن المجموعة (۸)۷ نفسها (وليس فقط ملاصقتها) 
تحوي الكرة ررنر»# . ليكن )ء۷۴ . با اننا ابتنا بأن 
زو )هش رمن يمكننا اختيار نقطة (:6۸)۳,# قريبة بالقدر 
الذي نريد من النقطة #. مثلاء يمكن القيام بذلك بحيث 
e/)4(‏ >> | | . نظرا لكون (2070ت وى نستطيع ايضا 
ايحاد نقطة (7:64)72 | بحيث (8(17)/ه >>|وية-*-#| . نواصل 
پهذه الطريقة فننشىء من اجل كل ....,2 ,2-4 نقطة 
ثږ (« )۷٧‏ ۸ ,مز بحيث (N°"2)/ع‏ >> | ہل ...سول لرا 
دنا غعنسټ E‏ و لا دن لكبو كن بيتك 
و an.‏ ومنه 1/25 په .لما كان الفضاء × تاما فإن السلسلة 
٠‏ 22 += متقاربة (73.12 9 ب)ء ليكن 2 ده . ثم ان 
المؤثر ۸ مستمر غه yn =y‏ ل2 سم هش DJ‏ = زمه (2) Az=A‏ . زيادة 
على ذلك 1= ج ګر اءما ل >إء| . وبالتالي فإن الكرة صما 
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حتواه في صورة الكرة 1 » وهو ما اکدناه. 
لديناء دائا بسبب التشابه » A (Vepra)‏ ے Wo‏ من انجل کل 0 حم 


بصفة خاصة , ينتج من ق امه 2 | أن 
8e/(2N)‏ < | (0ه - #) ۸ | ع | Azo‏ - 2ھ | 


بحيث ان الصورة (8) 4 للکكکرة( 8‏ | ونه - #| :)= ل تحوي الكرة 
((86/)27 > | معھ - را :7) ومنه يأتي ان صورة كل جموعة مفتوحة 
× @ جموعة مفتوحة في ۷ » بذلك ينتهي برهان النظرية. 
ج. نتيجة . إذا کان ۸ تطبيقا مستمرا وتشاكلا  41.12(‏ ف) من فضاء 
نظيمي تام × على فضاء نظيمي تام ۲ فإن التطبيق العكسي “4 مستمر 
أيضاً . 
البرهان. إن المؤثر العكسى که معرف في هذه الحالة بطريقة وحيدة 
وهو بطبيعة الحال خطي مثل ۸ . بفضل النظرية ب» فإن الصور العكسية 
بالمؤثر دو لكل مموعة مفتوحة× تن 6 هی المجموعة المفتوحةلة - 46. 
بصفة خاصة» نرى ان الصورة العكسية الكرة (غ >> | 2 :2) تحوي كرة 
(8 > ا« | :ينعم > وهذا يعني استمرار التطبيق A“‏ . 
للا ادا كان فضاء شعاعي ا تاما بالنسبة لكلا النظيمين |١‏ د | 
و ٤١‏ فإن وجرد ابت ه بحيث | ١ج«ابه‏ خو« من اجل 
كل رآ 6 يستلزم وجرد ثابت «ه نحيث |١‏ اوه ج؛ا ۱١‏ من اجل 
كل 1 € ±. وبذلك يكون النظهان ,ا ×| و دا« متكافئين (53.12). 
البرهان . نعتبر التطبيق المطابق 4 من الفضاء النظيمي × الذي نحصل عليه 
بتزويد ,1 بالنظيم اا على الفضاء النظيمي لا الذي نحصل عليه 
بتزويد 1ا بالنظم ,| «| . إن هذ التطبيق مستمر لان 
يا هاه ح دا | . كا ان الامر كذلك فا يخص التطبيق العكسى 
حسب الفرض و ج؛ ومنه تأي النتيجة المطلوبة  17.12(‏ د) : 
ر. نفرض ان فضاء تاما × كتب على شكل جموع مباشر لفضاءين جزئيين 
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مغلقين ,× و و بحيث يكون لدينا التمثيل الوحيد التالي من اجل کل 
شعاع × € : 
ول © ونه وول 6 ونه z= +z,‏ 

يسمى المؤثر ۳ الذي يصل كل شعاع « بمركبته پد المسقط (أو 
الاسقاط) على الفضاء الجزئي ون . كا يسمى المؤثر و2 الذي يصل كل 
شعاع « بمركبته وه المسقط (أو الاسقاط) على الفضاء الجزئي ,× . إن 
هذين المؤثرين خطیان» لكنه ليس بديهيا انا مستمران. سنری بان 
المؤثرين ,۴ و ر۲ مستمران عند افتراض أن الفضاء × تام والفضاءين 
الجزئيين ,× و وک مغلقان. وذلك باستعال النظرية الخاصة بالتطبيق 
المفتوح. ` 

بالاضافة الى النظيم الاول ,| | | | ندخل في الفضاء × النظم 


باود + ایت | ع و[ نه | 


من الواضح أن ب[ يؤكد مسلات النظم. لدينا أيضا 
وزع |= zel‏ | وا ينه | چک وا | 
لثبت أن الفضاء × تام بالنسبة للنظم «(#| . لتكن (00د) متتالية 
كوشبة بالنسة للنظيم le‏ | > ينتج من المساواة ٠.‏ 
| بيو سي | ل وإ دت( | را كايو ته | 
ان المتتاليتين (490ه)4 و رسي كوشيتان بالنسبة للنظم ,|| . 
با أن الفضاء × تام فإن النهايتين 8 ا سپھ و a=limaf‏ 
هوجودتان » م إن الفضاءين الجزئيين ,× و د3 مغلقان ولذا ب مب« و 
وه . نضع ونه وم ع م . لدينا | 1 
0 سح | نون | ٢‏ وا ( )ند وت | = ے2 | 
أي أن 2 هو نباية المتتالية 4001 بالنسبة للنظم اع( » وهذا ما 
يبين ان × تام بالنسبة للنظم ۱۶ ؛. بتطبيق د نرى ان النظيمين 
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:|| و .|| متكافثان» بصفة خاصة يوجد ثابت » بحيث تحقق 
المتراجحة : 
=e |2 |‏ ع | | » >> ,| ينه | + lh‏ ينه | >- دا دأ 
من اجل كلخ ع د » لدينا إذن في هذه الحالة: 
Sc | z |‏ ,رز ودر ع | صوط | و[ 2 | »© >> يي | ع | عوط | 
وهو مايبين استمرار المؤثرين ,۴ ور٥۲‏ 
س . ليكن × فضاء تاما موعا مباشرا لفضاءين جزئيين مغلقين ,× و 
ول وليكن ,2 و ول المسقطين الموافقين ل و و و . نعتبر مؤثرا 
:4 خطياً ومستمرا في ,× ومؤثرا 42 خطيا ومستمرا في و . نعرف في 
الفضاء × المؤثر ۸ حسب الدستور: 
Agta.‏ ل Az = A (xz, + za) = Az,‏ 
من الواضح ان المؤثر 4 خطى. إن المؤثر ۸ مستمر في الفضاء × › 
ذلك أن: 
Az = A,P,z + A,Paz‏ + رمرم = Az‏ 
لا كان المؤثران P,‏ و و2 لمحدودين في الفضاء ۸ حسب د فان : 
| اء ع | INP: Ile | + || A: ۱۱۰۱۱7۶ ۱۰۱١‏ يذ || >> | هذ ١‏ 
وهو المطلوب. 


2 .37 . تقارب متتالية مؤئرات خطية. 
أ. ندخل في 17.12 ب لنظم: 
|اتقا هه عاك ]| 
في الفضاء (+ ,×) ,1 المؤلف من المؤثرات الخطية من فضاء نظيمي × في 
فضاء نظيمي په . 0 
تتقارب متتالية ۸۰۰۰ ,۸ من المؤئرات نحو المؤثر .هم بالنسبة 
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للنظم السابق إذا استطعنا, من اجل كل ع > ٠‏ ايعاد عدد N‏ بحيث 
تتحقق التراجحة: 
sup | Az—Anz| >> 6‏ 


1کم 


مها كان × < «»» 
ب. لنثبت ان الفضاء (لا ,1,)7 تام عندما يكون ب تاما. لتكن 
4٠ .‏ ,ب4 متتالية كوشية من المؤثرات الخطية من × × ف ۷ بحيث 
اننا نستطيع » من اجل كل 8 > 0 ايجاد عدد ۷( بحيث تت تتحقق المتراجحة: 
An, - An || >> ©‏ || (1) 
مھا کان .م ٧٠‏ << يم . لدينا من اجل كل د × حسب 17.12 (1): 
| ماع > | مه - A,‏ || > اعرذ - تي | 
بحيث ان الاشعة ,334 تشكل متتالية كوشية في الفضاء لا . ثم 
إن ¥ تام وبالتالي يوجد شعاع ا ۷3 بحيث مھ cy = lim‏ نضع Az‏ = ل 
نثبت ان ۸ مؤثر خطي حدود يساوي نہاية (في الفضاء )¥ L(X,‏ ) 
اة ةب تن افساواة: 
A (az + fy) - 10 An (az ۲ By) = lim aR CDE 1‏ 
ÊAy‏ + دغه = alim A,2 +Û lim A,y‏ = 
أن ھ خطي. مم ثم إن لدينا من اجل 1> :|z|‏ 
م =lim|(‏ زم |Az—Anz|=|(A— An)‏ (2) 
بفضل (1) ومن اجل < س ينتج من ذلك أن, ۰4-۸ وبالتالي ھم 
أيضاء مؤثر محدود. اخيرا تبين المتراجحة (2) ان لدينا المتراجحة التالية 
من اجل رح «« : 
م ع اسك - 4 || 
وهو ما يعطي ۸ سا[ = ۸ من اجل نم الفضاء (۷ ,×) بآ 
إذا كان لا هو المحور الحقيقي ,م فإن الفضاء 80 ,") 1 = رلا .0 
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تام. يسمى هذا الفضاء (الؤلف من كل التابعيات الخطية المستمرة على 
الفضاء × ) الفضاء الثنوي (أو باختضار الثنوي) ل × ونرمز له ب 
X*‏ . 
ج. بصفة خاصة» فان الفضاء 7 ,×) رع المؤلف من المؤثرات الخطية 
المحدودة في فضاء باناخي ع فضاء تام. نرمز ل (,) ,1 في المستقبل 
ب ()1 . 
د. يحدث ان تتمتع المؤثرات ... روه به ,۸ بالخاصية Az‏ ح ديف 
من اجل كل 3× بدون ان يؤول || 4 - «ى || الى الصفر. ( سنعطي 
مثالا في 57.12 - ص). سنستفيد من التوطئة التالية: 
توطئة. اذا كانت نظبات المؤثرات ... 4١,‏ .يش محدودة من الاعلى 
بنفس الثابت © وكانت العلاقة 4٠2‏ "1ا = مك محققة من اجل كل 
العناصر « من جموعة 0 كثيفة ایا كان في × فإن هید ثا < ع 
مها کان« و عر . ِ 
البرهان . لیکن به صا = نه ؛ حيث :»دن . نبحث.» من اجل مب 0 
معطی » عن عدد # بحيث يكون 8/30 > | يه من |ء ثم عدد 2 بحجيث 
من اجل ۷ < « على : 
AZR— Anza | +‏ | ل )مده ده |< Ar—Anz|‏ | 
ېچ لاه || +|Anza—Anz| || A‏ 


8 £ 8 
بح كيم ل ج لځ م > | تدس وت | || م || + 


وهذا يعنى ان Az‏ ١٥ا[‏ = هذ . 


نقول عن متتالية مؤثرات ... ,ء4 ,ب۸ إنها متقاربة بقوة نحو 
المؤثر ۸ إذا كان عه ح ميرم من اجل كل ۾ 3× ويسمى المؤثر.م 
النهاية القوية للمتتالية پھ . 


127 


47.2. مبدأ الحد النتظم. 
أ. نظرية ( باناخ و ستينهاوس 56608408). إذا شكلت نظيات متتالية 
مؤثرات خطية ومستمرة . . . ,وه ,۸ من فضاء باناخي × في فضاء 
نظيمي ۷ » متتالية غير محدودة: : 
,مه = || || sup‏ 
فانه توجده في كل كرة(م > | = - 2| :× € ج) = (مz)‏ مل نقطة 2 
8 مه =| sup | An (z)‏ 
البرهان . إن متتالية التوابع ... :(2) د4 ,(2)ا ,4 المحدودة كلها في 
الكرة: 1 :> | | . ليست محدودة بانتظام في هذه الكرة. وبالتالي» نظرا 
للتشابه فهي ليست محدودة بانتظام على أية كرة+ >> | | . ومنه فهذه 
. المتتالية ليست محدودة بانتظام على أية كرة من الشكل 
(م> زمه | e:‏ = (ه) 8 لأنه لو كانت الاشعة (2) ,4 و 
(وه) +3 محدودة من اجل * 3 (مء) ,ن لكان الامر يكون كذلك 
بخصوص الاشعة (,2) په )z(‏ ,4ه = (ه - ) ,4 » وهذا مستحيل 
إذ أن وه د يرسم الكرة ذات المركز م ونصف القطرمءنختار إذن في 
الكرة )رت عنصرا بت ( م >| م2 - پد| ) بحيث تكون قيمة 
شعاع من الاشعة پھ (نرمز بهذا الشعاع مؤقتا ب ,4 ) لا تتجاوز» 
ند لي د اه" 7 
نبحث داخل هذه الكرة عن عنصر وت ومؤثر (4:)2 بحيث 
2 <| ©) :4 ثم عن كرة اخرى (20) ما محتواة في الكرة السابقة 
وتحقق كل نقطة منها: ش 
لم خّعم) 2<|هايها . 
نواصل هذه العملية فنصل الى متتالية كرات متداخلة انصاف اقطارها 
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P1, P2, e‏ تؤول الى الصفر. لدينا بخصوص النقطة 4 الى تشترك 
فيها هذه الكرات (هذه النقطة موجودة لأن الفضاء × تام ولأن لدينا 
التوطئة 47.3 - د) المتراجحات التالية: 

... ,8 < | ©) مذ | .. .. ,2 < | (هايذا ,1 حا9و)به| 
وهو المطلوب. 

ب . نتيجة. اذا كانت . . . په به متتالية مؤثرات خطية مستمرة 
من فضاء باناخي × في فضاء نظيمي لا. وإذا کانت» من اجل كل شعاع 
32 من الفضاء الباناخى × 6 متتالية الاشعة E‏ و ان حدودة فان 
نظمات المؤئرات ... ,وكش ,ب۸ محدودة من الاعلى بنفس الثابت. 
ج . نتيجة. إذا كانت متتالية مؤثرات .. . ,وه ,۸ خطية ومستمرة 
من فضاء باناخى × في فضاء باناخى لا . وكانت للاشعة مره = مل نهاية 
ودب من اجل كل دع فإن التطبيق 4 الذي يصل كل م ب 
Az‏ صا تطبيق خطي مستمر من × فيلا . 

البرهان. ليكن یه و وت شعاعين كيفيين من الفضاء× . به ووه 
ثابتان كيفيان. بالانتقال الى النهاية من اجل مه + م في المساواة: 

وګمېشیه حل ون بيه - (ونتجب0 + An (az,‏ 


نحصل عل 


A يندره)‎ + qaza) = a,Az, + ayAzs, 

أي أن التطبيق ۸ خطي. با ان متتالية الاشعة يي متقاربة فهي محدودة 
من اجل كل 23# » ونرى إذن حسب بء أن نظيات المؤثرات ہ4 
محدودة: م >> || مذ || . لدينا إذن :© > || ہھ || >> | هيه امن اجل كل 
> 1۰ > |2| وبالتاليع > | # ,ها صنذا = | عه |؛ وهكذا فإن المؤثر 
ف دوه :ل كرة: ارعقر وبالتال مس وه روي 

زيادة على ذلك فإن متتالية المؤثرات به متقاربة بقوة نحو المؤثر A‏ 
 37.12(‏ د). 
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د. يعطي الاستدلال السابق التقدير التالي الخاص بنظم المؤثر ۸ : 
I‏ مه || A || < sup‏ ||“ 

يمكن ان ندقق اكثر في هذا التقدير. ليكن ۵)سلا-ه ٠»‏ 
نفرض اننا نستطيع من اجل 0-٥‏ معطي. استخراج متتالية جزئية 

مه (8-14.2,...0) تحقق مم>|,,م| . با أن لدينا بطبيعة 
الحال شيمه سنل-عه من اجل كل .ردي فإن: 

م + م > || A || < sup || An.‏ || 
وهذا حسب ما سبق» لما كان © كيفياً فإن: 
A, ||‏ اا A Il > lim‏ || 

في بعض الحالات الملموسة. يمكئنا وضع الرمز > في هذه المتراجحة 
(سنری مثلا ضمن 57.12 - ص). ش 
ر. توطئة. نفرض أن متتالية مؤثرات .4 متقاربة بقوة نحو مؤثر ۸ 
ومتتالية اشعة پ« متقاربة (بالنظم) نحو شعاع». عندئذ 


Az = lim Arîn 
مه جع‎ 


البرهان. بفضل مبدأ الحد المنتظم. فإن نظيات المؤثرات مھ محدودة 
بثابت .م . إذن: 
Anîn | >>‏ — مرخ | + | نعية — Az - Az, | < | Az‏ | 

)په س ت | © + zl‏ ړه - 4) | >> 

إن حدي الطرف الثاني متقاربتان نحو الصفر عندمامه ج م» وهو 
المطلوب. 
س . يمكننا في أ - ر تعويض متتالية الؤثرات ب4 بتابع () ۸ قيمة 
مؤثرية» معرف على مجموعة  )٤(‏ 7 وتعويض التقارب مه + «بالتقارب 
وفق اتجاه 8 معرف على المجموعة 7 (21.4). 

نعرض في الفقرات الموالية بعض التطبيقات اهامة لمبدأ الحد المنتظم. 
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22. فضاء المتتاليات الححدودة وفضاءاته الجزئية. 
. نرمز ب × للفضاء الشعاعى المؤلف من كل المتتاليات الحقيقية 


المحدودة: ).. Ë9, ٠‏ ,51( =1 المزود بالعمليتين المعتادتين 
(الخاصتين بالاحداثیات ) وبالنظيم المعرف بالدستور: 
sup lën|‏ - اعلا 


إن مسلډات الفضاء الشعاعى النظيمى محققة بطبيعة الحال. زيادة على 
ذلك فإن الفضاء × تام» نستطيع اثبات ذلك مباشرة أو بذكر النطرية 
الخاصة بټام الفضاء )M(‏ ۸° المؤلف من كل التوابع الحقيقية المحدودة 
والمستمرة على فضاء متري 86  32.12(‏ س)» إذ أن هذا الفضاء المتري 
هو جموعة الاعداد الطبيعية المزود بالمسافة المعتادة على المستقيم العددي. 
بک و مغالية اعداد عقف ميف م > 21/1 
حينئذ تكون العبارة 


:)1( j (= ے‎ inin 

معرفة من اجل كل )°°° (bı, «<<, n,‏ ده XI‏ ولدينا 
المتراجحة : ٨‏ : 

2 |(ه) ما‎ 015۰ 8 ۱٧١١ 


قرا و ن مو شوصس وا ني 
راج( ان هده تایا رد فل كرة الوححدة ي الفا 
وبالتالي فهي مستمرة بالاضافة الى ذلك يحقق نظيمها المتراجحة: 
۱/١‏ )( 
نعتبر قيمة التابعية أ عند الشعاع (... وغ ,,5) = مه » حيث: 
و هوهس يځ (...,2 ,14 ). نلاحظ ان الشعاع پ» ينتمي الى 
كرة الوحدة في × . لدينا: 


اا ومو د J‏ دومر ‏ 
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نا 3 ۱/١ - gp I>IENI=‏ )4( 
بمقارنة المتراجحتين (3) و (4) نرى أن: | 
۱٧-۰‏ 0( 
إن التابعيات ذات الشكل (1) لا تغطي جموعة كل التابعيات الخطية 
المستمرة على الفضاء × . الا اننا إذا اعتبرنا فضاءات جزئية من الفضاء × 
فان الدستور (1) يعطي الشكل العام للتابعية الخطية المستمرة. يوجد فضاء 
جزئي من هذه الفضاءات في ج. 
ج. نرمز ب ,× لمجموعة كل العناصر (... وغ ,,ة) ‏ ووج التي 
تحقق .0 = يغ 1 . من الواضح ان ,+ فضاء جزئي من الفضاء × 
لنثبت أن هذا الفضاء الجزئي مغلق. ليكن: 


am = )# ملاع(‎ (m=14, 2, ...) 


1= {ên} = lim Ime. 
Myoo 


من اجل 0-٤‏ معطى» نبحث عن عدد طبيعي س بجيث 

<e/2‏ | مق مته ح ع و2 || ثم نبحث عن عدد م بحيث يكون 
١١ > 2‏ | من اجل كل مرحم . لدينا أيضا من اجل محام في هذه 
الحالة: ء>][ | + | -.مة|>اءة| . وهذ يعني أن 
0= ېغ lim‏ 

ما أن المجموعة ,× مغلقة في فضاء تام × فإن الفضاء النظيمي,ج 
| تام. 
د.نضع الآن(. . . ,0 ,1 ,0 ,... ,0) = مه حيث تل 1 الرتبة «. من 
اجل كل (.. ,وغ ,,ع) = ه803 لدينا: 


=إا(... ,0 bm,‏ وه مه )-(... لجو ,و وهه )اا -ااحدة له -م | ٠‏ 
| (... 57 وجو 0 وهه« ,0( || = 
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وإذا كان العدد ۷ مختارا من اجل ۾ > ر معطى بحيث (٤٤‏ مة| من 
اجلو > په فإننا فصل على 8>>|ءءءة 2 -جا|ل وهكذا: 


bren‏ سم 
حيث السلسلة متقاربة بالنسبة لنظم الفضاء .ر بصفة خاصة» نرى أن 
المجموعة المؤلفة من العناصر (... 52 بوځ) = ± التي لها 


احداثيات يئ منعدمة ابتداء من احداثية ما تمثل مجموعة كثيفة ايا كان 
: مه o0‏ 
ر. نفرض ان متتالية 4/0 تجعل السلسلة ©2018 متقاربة مها 
كان رع = دير . عندثذ تتقارب السلسلة ءالا أيضا. ذلك أننا 
إذا اعتبرنا التابعيات الخطية: 

qn (a) - 2/6 (n=1, 2, ...(‏ 
فإننا نلاحظ فرضا بأن لقم هذه التابعيات نهایة لما مهج «وذلك مها كان 
> . عندئذ تبين 47.12 ب ان نظمات هذه التابعيات ٩,‏ محدودة 
من الاعلى بنفس الثابت 0 . نطبق (5) فنحصل من اجل كل « على 
ع 6> زم BS‏ - مولا 


ومنه ياتي تقارب السلسلة 211٨1‏ 
س . نثبت الآن بأن العبارة (1) تعطي الشكل العام لتابعية خطية مستمرة 
على الفضاء ,× . لتكن (2)/ : تابعية خطية مستمرة على الفضاء ,× . 
نضع بإ = (ءء)' ونشكل متتالية التابعيات الخطية المستمسرة 

= 2 E له > )مو ( ... ,2 ,1=" ). بجا ان المساواة‎ fnËn 
مستمرة فإن:‎ f عحققة من اجل کل 18 والتابعية‎ 

J bh >‏ )لا له 3( (=f‏ 
وهذا من اجل كل عد » نرى بذلك ان التابعية f‏ تعمل حسب 
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نلاحظ أيضا بأن النظم ١اا‏ /اا. للتابعية f‏ في الفضاء ,× يساو ي النظم 
ااانا في × بأكمله. ذلك انه من البدمي أن 
اا ١‏ . من جهة أخرى بتطبيق التابعية [ على الشعاع: 
١:0 0,. ..(‏ دوه : فحصل علی: 
Dal‏ حم هوه نې DÛ‏ -(مت)/ 
ومنه 2۱١‏ <ماما من اجسل كل .. 8-27 بحيث 
1/2 000000 > وهو ما أكدناه. 
قيمة د باحداثيتها ذات الرتبة» ). نحصل هذه التابعية من (1) بوضع 
1= ا .0ح م من اجلم ب م . إن نظم التابعية يساوي 1 مها كان 
بحم . لديناء زيادة على ذلك من اجل كل 
۰ وو ١ 1 = (E,‏ 
E )‏ یغ lim ga (z) = lim‏ 
! هم( مج« 
(37.12 - د) على الرغم من نظیات هذه التابعيات ليست كذلك. 
ط. نرمز ب ,× لجموعة كل العناصر (. .. وغ ,,5) = 12 القابلة 
للنهاية المنتهبة للمتتالية ool En‏ ج «تشکل المجموعة ,× »2 بطبيعة الحال» 
فضاء جزثيا من الفضاء 2 ويحوي الفضاء الجزئي Xo‏ والفضاء الوحيد البعد 
(مة) المؤلف من العناصر ذات الشكل (. . . ,۸ ,۸ ,) = 1 ء من 
البديهي ان ,ب هي المجموع المباشر للفضاءين الجزئيين المذكورين. إن 
الفضاء الجزئي ,جر مغلق في الفضاء × . يمكننا اثبات ذلك مباشرة أو 
بذكر النظرية 32.12 س مع العام انه يمكن اعتبار , كفضاء متري 
مؤلف من الاعداد الطبيعية . . . ,2 ,4 والرمز مه : مزود بمسافة تجعل 
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الاعداد ... ,2 ,1 نقاطا منعزلة وه« مل مه (راجم 53.3 - س). 
ع . هناك في الفضاء الجزئي ,× تابعية خطية مستمرة لا تكتب على الشكل 
(1) بصفة خاصة: 
(x) = lim Ën‏ دآ 
همه 
لو كان بالامكان وضعها على الشكل (1) باعتبار اعداد 
77 بحيث : 5 
مځ صن = L (2) > 2 na‏ 

لحصلنا بوضع ,سه« » 0=م/f=‏ )ا ( .2 لاه )4 
لکن ذلك يؤدي من اجل (...,1,1)س6-# ال 

۰-0 لح )نآ الذي يناقض: 1-1 »1ا = (ه) بآ 

وهكذا فإن التابعية () ,1 ليست تابعية من النمط. (1 ) الآ انها نهاية 
قوية  37.12(‏ د) لتابعيات من الشكل (1) على الفضاء ,× : لدينا 
بطبيعة الحال من اجل كل 32 

lim ga )( >‏ = (م) L‏ 
2 .67 . جع المتتاليات المحدودة 
. نعام انه توجد متتاليات محدودة وغير محدودة» مؤلفة من اعداد 
حقيقية. نود هنا تعمم مفهوم النهاية لمتتالية متقاربة الى متتاليات الاعداد 
الحقيقية المتباعدة بالمفهوم المعتاد. بعبارة اخرى فالامر يتعلق بوصل كل 
متتالية (به) = د من فضاء جزئي مغلق *× د لايحوى الفضاء الجزيئي 
+ المؤلف من المتتاليات المتقاربة بعدد په اا يسمى ناية معممة 

ويحقق الشروط الطبيعية التالية : 


alim a, + BLim by (1‏ = (ږ 8 Lim (aa,‏ مها 
كانت المتتاليتان (ډه) و (مط) في *× والعددان ©» و 8 )؛ 
lim (2‏ = په Lim‏ من اجل كل متتالية متقاربة مه ؛ 
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Lim a, (3‏ تابعية حدودة ومستمرة على ۴ . 


ب. نعتبر» كمثال. النهاية بمفهوم سيزارو ٥۵:6‏ ). النهاية بمفهوم 
سيزارو لمتتالية (م») . التي نرمز ها ب .© 0-110 . هي تعريفا النهاية 
المعتادة ( إن كانت موجودة) لتتالية المتوسطات الحسابية ل «“ : 

C-lim an = lim متك‎ Fen 


يمكن البرهان على ان نهاية سيزارو تحقق الشروط  )1‏ 3) على ساحة 
وجودها؟ لن نتناول هذه النقطة باسهاب لأننا سنجده اسفله نظرية اعم. 
نلاحظ انه قد توجد نباية سيزارو دون وجود النهاية المعتادة فمن الواضح 
مثلا ان: 


C-lim )0, 1,0, 1, ,. .( > + 


ج. ان التابعيات من الشكل 57.12 (1) لا تصلح لإنشاء نباية معممة 
لاننا لا نستطبع وضع حتى النهاية المعتادة ,5 دنل على الفضاء الجزيئي 
نه على هذا الشكل  57.12(‏ ع). إن النهاية المعتادة هي کا رأينا في 
2 - €“ النهاية القوية للتابعيات الخاصة ذات الشكل 12 .57 (1 ) علينا 
إذن دراسة امكانية الحصول على النهاية المعممة كنهاية قوية لتابعيات 
2 للحصول على متتالية تابعيات من هذا الشكل يجب تعاطي 
مصفوفة غير منتهية || مها !| = له ... ,2 ,1= 7 تعرف سطورها 
التابعيات : 
nls‏ لو 

إذا كانت النهاية العتادة لمتتالية الاعداد (#)«1 موجودة لام ج 
فإننا نسميها ۲ - نهاية ونرمز ها ب : 

٢‏ ووا نه 
كيف يحب ان تكون المصفوفة 7 لكي تكون ساحة تعريف التابعية (#) T‏ 
تحوى كل المتتاليات المتقاربة ولكي تتوفر الشروط  )1‏ 3) التي تميز نهاية 
معممة؟ نجد الجواب في النظرية التالية : 


136 


نظرية (توبليتز 1162 ). تكون التابعية (2) 1 نهاية معممة اذا وفقط 
إذا تحققت الشروط التالية: 


(1) 2 «1> ) # (حیث» لا بتعلق ب‎ 
)2( lim nm ح-‎ 1 
)3( lim tam = 0 (n=1,2, ...) 


البرهان . لنثبت لزوم الشروط 1) - 3) إذا كانت التابعية (#) 1 معرفة 
فالامر كذلك بخصوص كل التابعيات (2) +1 وهذا مها كانت المتتالية 
(50) = 2 التقاربة نحو الصفر. ينتج من ذلك بفضل 57.12 د ان 
كل سلسلة |.؛| لآ متقاربة. ثم. نظرية باناخ - ستينهاوس 
2 _ ب» ينتج من تقارب المتتالية (2) »1 من اجل كل 503 ان 
نظهات التابعيات +1 محدودة؛ بكتابة هذه النظهات كما جاء في 57.12 
ب نرى ان الشرط (1) محقق. بأخذ ال ١‏ - نهاية للمتتالية (. . ,1,1) سه 
نرى ان الشرط (2 ) محقق ايضا. ونأخذ نفس النهاية للشعاع ۶ (57.12 
- د) فنثبت الشرط (3). 

نبرهن الآن على ان الشروط  )1‏ 3) تجعل التابعية (2) 1 نهاية 
معممة اذا كانت القيمتان (2) 1 سنا = T (z)‏ و (#) Ta‏ سی = (y)‏ 1 
معرفتين من اجل متتاليتين (,5) = ته و() ‏ ن فإن العدد : 
lim Ta(y)‏ م ې T (az + fy) = lim T, (az + fy) = alim Ta (z)‏ 
معرف مها كان الثابتان » و8 ؛ وهكذا فإن ساحة التعريف 7 للتابعية 
() 7 فضاء شعاعي اما التابعية فهي خطية على هذه الساحة لدينا 
بخصوص هذه المتتالية ٠.۰۰۰‏ ,4 ,1) < »م 

Ta (e) = am, T(e) = lim 1 (e) ) = lim tam = 1 


وهذا بفضل الشرط (2). وبالتالي إذا تحققنا من المساواة (2) الظاهري في 
تعريف النهاية المعممة يكفي الاقتصار على العناصر 2 1,2. إن التابعيات 
Ta‏ ف الفضاء Xo‏ حدودة» بالتنظم » بالثابت. حسب الشرط (1). 
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لدينام ا جل العناصم(... ,0 ,0 ,رة ,... ,)= نه : 

nm -0‏ سنا = (2) ,7 سنا حسب الشرط (3). تشكل 2 
العناصر جموعة كشفة ايها کان في Xo‏ (57.12 5 د ). وبذلك تاتقي 
النتيجة المطلوبة من التوطئة 37.12 .د . اخيرا تأتي النتيجة القائلة ان التابعية 
(#) 1 حدودة على الفضاء الجزئى +× من 47.12 ج» يعطى 47.12 د 

[tan |‏ > سنا ع || lim || Ta‏ < | || 
Roo hoo "=1‏ 
ما كان 1= 1١‏ فان لذينا التقدير التالي للنظم : 
1 اا 1 || 


يبقى ان نبني بان الفضاء الجزيئى « د مغلق في الفضاء × . نعتبر 
اللاصق + للفضاء الجزيئي « لد . إن المجموعة +× كثيفة ایا كان في 
بل التابعيات (2) +1 متقاربة عند كل نقطة 2 253 ونظياتها 
حدودة بمراعاة 37.12 د ينتج ان التابعيات (2) +1 متقاربة ايضا على 
۷ه . نرى أن ساحة تقارب +× للمتتالية +7 تحوى ملاصقها +< ؛ 
ا(ذنم د جج وبذلك ينتهي برهان النظرية. 


7.2 امثلة . 


أتوافق النهاية المعتادة .5 ”1 (المعرفة على ,3 فقط) المصفوفة: 
l100...‏ 
...010 
...001 


ب . إن نهاية سيزارو  67.12(‏ ب) معطاة بالمصفوفة: 
0 0 1 
0 1/2 1/2 
٠‏ 1/3 1/3 1/3 


.الع ه ه .ا م هد ه دو 


التي تتوفر من اجلها شروط نظرية توبليتز؛ وبالتالي فإن نہاية سيزارو 
تتمتع بكل خاصيات النهاية المعممة. 1 

ج. كمثال ثالث نشير الى صف مصفوفات يحوى المصفوفتين السابقتين 
كحالتين خاصيتين. لتكن 0 < مع 0< بم » 0ح وم » ... متتالية و 


(...,2 ,4 ,0= م) 2 -م2 ؛ عندئذ تعرف المصفوفة: 
0. وه 0 0 4 1 
0 وت 0 ام Pı/Pı‏ 
Ppo/Ps ... 0‏ وظايم وطاوم 


ه ه ه ه ه ه هه ه ه ه ه ه ه ه ه همه ه ه ه هو 


طريقة جع وضعها فورونوي (7060001) نلاحظ ان الشرطين (1) و 
(2) من نظرية توبليتز حققة هنا مباشرة . اما الشرط (3) ا 
فهو يكافيء الشرط 0 ,2/,رم لأن: 3 


Pn-m Pn=m 
BE 


والشرط (3) ينتج من الشرط 0 + .2/ىم مهما كان ” . وبالتالي فإن 
الشرط :0 + ,/.5 لازم وكاف لكي 'تكون مصفوفة فورونوى مصفوفة 
تويليتز إذا کان 1 = مم , 0 -. . . -وم ديم فإننا نعود الى الجمع المعتاد ؛ 
إذا کان . . . حوم درم -و«فإننا نجد من جديد الجمع بمفهوم سيزارو. 

2 .87 نش مرة اخرى لبعض خاصيات ال 1 نهاية : 

أ. يحدث. في بعض ال 1 - نهايات» ان يتطابق الفضاء +× والفضاء 
,× » كما هو الحال في النهاية المعتادة مق ه1ل . السؤال المطروح هو كيف 
يكن الفصل بين هذه الحالات ١‏ القليلة الاهمية» للنهاية المعممة. هناك 
نظرية ل أ برودنو 8:00000. 4 [2] نقول ان وه = 37 اذا وفقط 
إذا وجد ثابت 8 بحيث تتحقق التراجة التالية من اجل كل 


{n}‏ = #2 2 عا 
E (z2) |> > êa lim | Ên |‏ 
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الآ ان هذا الشرط صعب التحقيق. هناك ايضا شرط من المساواة 
ال = ع بدلالة الاعداد م نفسهاء لكنه كاف وغير لازم (اغنيو 
287 ) : يكون ,× = عل اذا حققت المتراجة (18): 

0> ازع اله سم غا نه م 


ب. من جهة اخرى هل يكن انشاء مصفوفة 7 تحقق × = +×؟إن ذلك 
مستحيل ( راجع التمرين 8). ورغم ذلك ينتج من بعض الاعتبارات العامة 
انه توجد نهاية معممة ,8 ”اا معرفة على كل الفضاء * وبجیث 
„Lim, = LimÊn+ı‏ [20 ]؛ الآ ان مثل هذه النهاية المعممة لا 
یکن تقديها في دستور صریح. 
ج . بخصوص بعض المصفوفات 7 فإن الكمية (12)2 قد تخرج من المجال 
یڅ 11 ,ءة سنا - مك الذي يحوي كل القم الملاصقة للمتتالية 82 . 
يتوفر ذلك في المصفوفة التالية مثلا : 
...0 00 2-40 


0 02-40 0... 
0 0 0 0 2 1... 


والعنصر( . . ,0 ,1 ,0 ,1 ,0 ,1) = نه من الطبيعي ان نطرح السؤال التالي : 

ما هي الشروط التي ينبغي فرضها على المصفوفة ۳ حتى تكون كل القم ' 

الملاصقة للمتتالية. . . ,(2) :1 ,(2) 19 ( من اجل × 3× ) منتمية للمجال 
(2) ۵ ؟ نجد الجواب في النظرية التالية التي تعود الى روبنسون 

(80618508) (راجم التمرين 9): تتحقق الخاصية المشار اليها آنفا إذا 

وفقط إذا كان1 = || ,|| صنل 

2 .8.الجبور النظيمية 

2 .18. أ يسمى فضاء نظيمى تا الذي يمثل في نفس الوقت جبراً 

(81.12 - أ) يسمى نظيمياً اذا نتج عن © ح مه ( بالنسبة لنظم 0 ): 
ey‏ ج به و :دلا جح هو من اجل كل وول . 
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ب . وهكذا فإن المجموعة (×) .1 المؤلفة من كل المؤثرات المحدودة التي . 
تعمل في فضاء باناخي × فضاء نظيمي تام (37.12 - ب) وفي نفس 
الوقت جبر  91.12(‏ ع» 17.12 - ف) نلاحظ في هذا الجبر ان النظم 
يحقق المتراجحة 12 .2(17) : 
II AB Il < IIA Il IIB Il‏ )01 
ينتج من ذلك أن (×) .1 جبر نظيمي : بصفة خاصة إذا کان 4 + م4 
وكان 8 مؤثرا كيفيا من (×) ,1 فإن: 
0ح || A Il IIB‏ — مذ || >> A,B - AB II = || (A, — A) B Il‏ || 
غا يعطي وم ج A48‏ . 
ج. نشير الى أن هناك متراجحة من النمط (1) قائمة في كل جبر نظيمى 
تام وهذا بعد الانتقال الى نظم آخر (سنرى ذلك في 88.12). ولذا يمكننا 
تعويض شرط استمرار الضرب « دج ,ته يستلزم لاه<لايته و 
نح ردن مها كان ن » بشرط اقوى منه: 
٢٢‏ >> ايها )2( 
وهذا مهما كان ± و لا في [1. 
د. نفرض فيا يلي» اضافة الى المسلمة (2). بأن جبرا نظيميا معتبرا يقبل 
وحدة ء (81.12 - ج) وبأن4 = | |١‏ . (إن الفرض الاخير حقق بذاته 
في جبر المؤثرات الخطية التي تعمل في فضاء نظيمي.× . الوحدة هنا هي 
المؤثر المطابق .) 
2 2 .أ ان وحدة جبر نظيمي» كاي جبرء عنصر قابل للقلب لأن 
» = عه لنثبت في جبر نظيمي تام ن إن كل الكرة (1>> | - 16 :2) 
مؤلفة من عناصر قابلة للقلب. 
نعتبر. من اجل لذلك السلسلة : 
a) +...‏ م + a)‏ س =e + (e‏ ور )1) 
لدينا من الشرط (2): "| ى |٠١‏ > |" = ©)| إذن فإن السلسلة 
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متقاربة حسب مقياس فيرشتراس 2 ج. بضرب هذه السلسلة في 
(ه - ء) سم = # نمحصل على : 
y [e — )e  هد(|‎ = ٢ -‏ 
وساب ")2— (e — 2) + (e‏ سار ® (e—‏ + (و — [e + (e‏ = 
وبالتالي فإن جموع السلسلة (3) هو بالضبط العنصر المقلوب ل د . 
ب. ينتج من التقدير: . 
ظ ش اتلم >|... +( )+( )|= | »| 
ان جه يستلزم م ين . يكن القول ان مؤثر (غير الخطي) الضرب 
في 1< = لا مستمر علد م = ± . 
2 .38. أ. نرمز ب 0 لمجموعة كل العناصر القابلة للقلب في جبر 
نظيمي تام . لنثبت ان 0 جموعة مفتوحة في ن وان المؤثر ر مستمر 
على كل 0. 

ماان: مح ديه » لدينا بفضل (2) من اجل كل « بحيث 


(zr +R) z1 || خو‎ | SIR | le" ع |8 | 1 هم‎ 1/| z7 | 


ما يجعل العنصر د( + #) قابلا للقلب حسب 28.12 أي اي انه 
يوجد علصر (2)8 بحيث: مح (#) ع (۸ + «) . عندئذ يكون 
م + 2 أيضا عنصرا قابلا للقلب: عنصره المقلوب هو بطبيعة الحال 
العنصر () و“ . اذا كان 0 +۸ فإن: مح 1چ + 71 h)‏ + 2( 
سحيث ان مح+-()2 بفضل 28.12 ب؛ ينتج من ذلك 
(h) => a1‏ تدع = 1( + د) > وهو ما يبين استمرار المؤثر دږ 
على المجموعة 0 . 
ب.. رأينا أن كل عنصر قابل للقلب « ينتمي الى المجموعة 0 ولكرة 
47 قطرها يعم| 2-1 |/1 . يعني ذلك أن | ا|ته1 + وهكذا 
عندما يقترب #: من حافة المجموعة 0 فاننا نجد بالطبع 0 جم ونظم 
العنصر تږ يتزايد لا نهاثيا . 
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2 .48 . إن كل عنصر غير قابل للقلب 2 واقع على حافة الساحة 0 يمثل 
«قاسما معمما للصفر »؛ يعني ذلك وجود متتالية عناصر ٠٠۰‏ :2ل بل 
تحقق 0 ء << | رن | ولا تحقق 0 + روء . نحصل على هذه المتتالية بوضع 

| جه لتب = لا حيث په 06 وء ج په . حينئذ يأتي من 38.12 
ابا: 


0< | یه /1 عد | ته — 2 | & | zy, | < | (2 — zn) Yn | + | nln‏ | 
وهو المطلوب. 

على العموم فإن القواسم المعممة للصفر لا تقبل القلب لأن إذا كان ء 
قابلا للقلب فإن 0۵+ ہے يستلزم 0+ ہن = پء .لکن يکن 
لعنصر غير قابل للقلب لا يساوي نهاية عناصر قابلة للقلب الا يكون 
قاسما معمما للصفر (التمرين 10) 
2 5 . أ . نسمي من الآن كل جبر عقدي نظيمي وتام ا جبر غلفاند 
06 (أو جبرا غلفانديا) . 

مها كان العنصر ى من جبر غلفاند فإن العبارة د - 6 عنصر قابل 
للقلب من اجل كل 4 عقدي صغير بكفاية. مثلا من اجل 

|۸ <1 عندما 60و ؛ وبالتالي لدينا حسب 28.12 أ: 


(1) (e — Az)" = e + هق‎ Fz FF... 
:)66.12( إن نصف قطر تقارب السلسلة (1) هو‎ 
او ال ات دی‎ 
(2) کچ‎ 


أما في الحالة التى يكون فيها مه = م فالسلسلة متقاربة في كل المستوى 


إن العنصر مم - 2 قابل للقلب من اجل كل (م| كبير بكفاية 

مثلا من اجل |+| << | ٣‏ )؛ ينتج ذلك مباشرة من الدستور 

وم -م) )ې = عس د« . تسمى جموعة كل العناصر س التي تجعل 

العنصر مم « غير قابل للقلب طيف العنصر ع . إن التابع 
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"وم - «) معرف على متمم الطيف. ينتج من 38.12 أ أن هذا المتمم 
حموعة © مفتوحة في المستوى الذي تنتمى له ۸ » إذ ان الطيف مغلق. ثم 
ينتج من 38.12 أ ان دو - «) تابع مستمر ل بم (قيمه في 10 ) 
في الساحة 6 . لنثبت زيادة على ذلك انه تابع تحليل (66.12) على جم . 
لدينا المساواة. 
E | (z—( +h) e) (z— pe) =‏ 
و لسسع E‏ ے (3) 
h‏ ت 


التي تثبت ان العنصر الموجود بين قوسين كبيرين قابل للقلب ؛ مقلوبه هو 
CN ES‏ الذي يؤول الى عمس )z‏ لا 0ج۸ › 
ومنه يأتي وجود النهاية 

1 e 

(4) lim = [(z— pe] 
يعني ذلك ان 1-(مم - ج) تابع تحليل في الساحة © » وهو المطلوب.‎ 
ب. نظرية. ان طيف أي عنصر م في جبر غلفاندي تا محموعة غير‎ 
١ خالية.‎ 
البرهان . لتكن ۳ دائرة في مستوى العناصر م مركزها 0 ونصف قطرها‎ 
: م > | 2 | . نعتبر التكامل‎ 





(z— (u +-k) e)1 — (z— pe) 
h 


)5( 1= r $ (z— pe)" du 


(الموجود بفضل استمرار التابع 2005 على الخط ۳ ). لنحسب 1 
بواسطة التعويض ۸ = “ا وباستعال النشر (1) ودساتير 33.10 أ. 


dA 5‏ 4~ 1 ل 5 : 1 
لدينا : = 1 0 ء) $ = هق 1( )e‏ تسر 9 سرس =1 
۸-17۴ «عدزيرا 


وه (قل-سم( § t= Fa"‏ ده ز< 
٤-0 0 ۸-۳‏ ۴/ 1 || 
لو كان طيف العنصر م خاليا لكان التابع + (مير - )z‏ تحليليا في کل 
مستوى العناصر س ويكون التكامل (5) منعدما حسب نظرية کوشي . 
ينتهي بذلك برهان النظریة. 
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ج . نتيجة . ( نظرية غلفاند ‏ مازور Mazur‏ - 6618800 ). إذا كان جبر 
غلفاندي ن حقلاء أي إذا قبل كل عنصر منه ‏ غير منعدم مقلوبا فإن 
الجبر 1 هو حقل الاعداد العقدية . 

لرؤية ذلك نعتبر عنصرا ± كيفيا من الجبر لا وعددا س من طيفه 
بحيث لا يكون للعنصر مس -« مقلوب. لکن الفرض يقول ان العنصر 
الوحيد الذي ليس له مقلوب هو 0؛ إذن0 = مم - ت أي مير = ت وهو 
المطلوب. 
2 .68. أ. نعتبر الحالة التي يكون فيها الجبر 1 هو الجبر (.©) تآ 
المؤلف من كل المؤثرات الخطية في فضاء ,0 بعده منته مزود بنظيم كفي 
(رأينا في 53.12 - ر أن كل النظهات في .0 متكافئة). إن كل مؤثر 
خطي ۾ مستمر في هذه الحالة لأن احداثيات الشعاع جم توابع خطية, 
وبالتالي مستمرةء لإحدائيات الشعاع «# . وهكذا فإن الجر (,0) 7ا 
مطابق للجبر (,6) ,1 المؤلف من كل المؤثرات المحدودة في الفضاء ,0 . 

إن الطيف, بمفهوم التعريف 12. 58 أ, للعنصر ۸ هو في هذه الحالة 
جموعة كل القم الذاتية للمؤثر ۸ : ذلك ان المؤثر چم - ۸ يكون غير 
قابل للقلب اذا وفقط إذا کان: 0ح || ۴س - هإ| 066 ؛ لكننا نلاحظ 
ان هذه الاخيرة هي المعادلة التي تعرف القم الذاتية للمؤثر م . نرى ان 
تعريف الطيف في 12 .58 أ يُكافيء , في الحالة الراهنة» تعريف طيف مؤثر 
خ الوارد في 91.12 د. سمح لنا طيف مؤثر 4 في 91.12 د مع 
مضاعفاته. بوضع جبر كل المؤثرات  )۸(‏ » بطريقة تشاکلیة, على شكل 
جبر المدونات على طيف المؤثر ۸ ؛ كما سمح بانشاء تمائل غامر من الجبر 
©) ا المؤلف من التوابع التحليلية في ساحة 6 تحوي الطيف على الجبر 
.,P (A)‏ 
ب . إن التاثلات السابقة موجودة في حالة أي جبر غلفاندي. ليكن 
وى = ى طيف عنصر ددن ؛ نعلم ان 5 جوعة غير خالية ومغلقه 
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وحدودة في المستوى العقدي. ليكن (5) ن جبر کل التوابع التحليلية 
(0)/ على المجموعة 5 ( كل واحد منها تحليل في ساحة تحوي المجموعة 
5). 
نظرية. يوجد تمائل من الجبر (5) ںا في الببر ‏ يحول التابع 1 = (2) / 
الى ء والتابع 7= (7)3 الى العنصر د وکل متتالية توابع (2) مإ 
(... ,2 ,1 = ) متقاربة نحو تابع (0)/ بانتظام على ساحة ۸ ع 5 
الى متتالية عناصر ,1027 متقاربة بالنظم نحو العنصر ١‏ الموافق للتابع 
(#۸) . 
البرهان . إن الټائل المطلوب معطى بالدستور : 
e (“17 )(( 3‏ قي مدت / )1) 
حيث 17 حافة مغلقة : تقع في الساحة التي يكون فيها التابع (۸) / 
تحليليا وتحيط ( مرة واحدة) بالمجموعة 5 . بالاعتاد على نظرية كوشي نرى 
ان التكامل (1) لا يتعلق باختيار هذه الحافة. يحول التطبيق (1) التابع 
1= () / الى العنصر م ذلك ما اثبت في 58.12 ب؛ نبرهن بطريقة 
مائلة أن التابع ع (۸)/ يتحول الى العنصر د . من الواضح ان 
الدستور (1) يعرف تطبيقا خطيا من (5) 1 في 1 ؛ يجب ان نثبت بان 
جداء تابعين ()( و (0)يم يتحول الى جداء العنصرين الموافقين ل / 
وه. 
ننطلق من المساواة: 


1- ت 1“ مس 2 0-2 - 
سحيب له ا ے د (pe— a»)‏ 1<( عة) (2) 


الناتحة من 58.12 (3) بتعويض م + س ب ۸1 . نعتبر منحنيين مغلقين ,۳ 
وَ 16 يحيطان بالمجموعة 5 في الساحة التي يكون فيها التابعين () f‏ و 
' () م تحليلين بحيث يغلف المنحنى ي٣‏ المنحنى ,7 بدون ان تكون 
ما نقاط مشتركة. بمكاملة الساواة (2)» بعد ضربها في 

2( ع (0), » في البداية على طول المنحنى ,7 ثم على طول 
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وآ وبتبديل التكاملين فیا بينهه| حسب 42.10 نحصل على : 


- 0 (Ae— a)" f )0( 40. )"ې سي‎ a)" g (ب)‎ dp = 


١ 5 


E‏ و چو 0( (ea)‏ و د 


{ar | dy.‏ (س) g‏ +( مير) 1 که 





بما ان 2 نقطة ت 11 الساحة المحدودة " 1 فإن التکامل 
الاول الموجود بين حاضنتين يساوي (0) ع ؛ ثم إن م يقع خارج الساحة 
المحدودة بالمنحنى ,1 ولذا فإن التكامل الثاني الموجود بين حاضنتين 
منعد م . نحصل في 0 على المساواة: 
g (pu) du =‏ 4( مير) 3 سل 2۸ (۸) f‏ 2(1 سد هة) 3r‏ 
dA‏ (ڼ و ږن ١ه‏ م) و - 
1 


التي تبين ان الدستور (1) يصل جداء تابعين ()/ و (0م بجداء 
العنصرين الموافقين ل / وع . ظ 
لنعالج المقولة الاخيرة في النظرية. نفرض ان متتالية توابع (0 مأ 
متقاربة نحو تابع ()/ بانتظام في ساحة © تحوي المجموعة 5 . مختار 
حافة مغلقة 1 في الساحة 6 ؛ لدينا التقدير: 
> || ننه 1( م رم 17 رهس مة) قي sr‏ | - زام- زلا 


< sup [f )3( ١ (| a f || )۸16--:(-1 || | 22| 


ومنه يأتي . 0= || -/|| سنا .انتهى البرهان. 

نلاحظ ان التطبيق (1) ليس عموما تمائلا متباينا ويمكنه تحويل تابع 
(0) / # 0 الى عنصر منعدم من الجبر [] . 
ج. بصفة خاصة. من اجل كل عنصر 03 فإن التوابع سم 
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# ومن » ا 0 معرفة؛ نلاحظ ان خاصيات الهاثل تستلزم المساواة: 
gp (f1, 2 € 0(‏ = و لوقن 
ينتج من المقولة الاخيرة في النظرية ان هذه التوابع يمكن أيضا تعريفها 
بواسطة سلاسل قوي: يع ر ے 


ي 4 د 2 - 
,<< سكيع سر سإ أيه سج - | = زو] 008 


6 و ٤۵‏ 5 1 
# کي جح ل یږ — زوم = ردغ sin‏ 


2 .78 . يمكننا تمييز طيف كل عنصر يكتب على الشكل (©) / 
نظرية. اذا كان (0)/ تابعا تحليليا على الطيف یګ لعنصر ۾ ون فإن 
الطيف »ء5 للعنصر (1)2  68.12(‏ ب) يطابق جموعة قم 
() / من اجل ,و 3,ى . 
البرهان. ليكن ,دږ . 200 -0لم . إن التابع التحليل 
٠۰‏ - (۸) / ينعدم في م = ۸ ء وبالتالي يقبل التمثيل : 
(۸) م و( هن عد مس( / 
حيث (م ۾ تابع تحليلي ايضا في نفس الساحة التي يكون فيها(0 / 
تحليليا . لدينا من خاصيات تماثل إ : 
(2) م (ص ‏ ه) = موس - (ه) f‏ 
الآ انه إذا كان عمس (2)/ قابلا للقلب» فإن الامر كذلك فها يخص 
مو م (مقلوبه هو دص -()0(): ) وهذا يناقض 
الفرض . إذن 0 هرګ . وبالعكس . لیکن مهم 3رک » يوجد 
عندئذ 33320 بحيث مسر )72 .ذلك انه إذا كان التابع 
مسج (۸)/ غير منعدم على ےی فإن التابع: [مس ‏ (0 1/1 = (0 م 
يصبح تحليليا على المجموعة .5 » والعنصر الموافق له ) م173 يصبح 
مقلوب: مرس (ه) / » ما يناقض الفرض ,بر دی . انتهى برهان 
النظرية . 
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2 .88 . نعود الى مسألة تغيير النظيم في جبر ل الضرب فيه مستمر (أي 
ان ي جه يستلزم پږجږږ و zوجہیں‏ )ء هدفنا من وراء 
ذلك توفير الشرط 12 .2(18 ). 
نظرية. من اجل كل جبر نظيمي تام ن ذي وحدة, نظيمه ٧۶١‏ » 
يرجه نظم وا ]| يكافء الاول ويحقق 1- را | › 

وا لا | وا # | >> وا lay‏ 
البرهان. يولد کل عنصر ± من الجبر ل المؤثر .۸ وهو مؤثر الضرب 
في « المعرف بالدستور: ,م = به . ينتج من الفرض وخاصيات الجبر 
ان «ه مؤثر خطي مستمر. تشكل المؤثرات ذات الشكل عه في الجبر 
80 المؤلف من كل المؤثرات الخطية المستمرة العاملة فين » جبرا جزئيا 
7 يكون فيه المؤثر الواحدي ,م × هو الوحدة. 

لدينا بفضل خاصية تجميع الضرب: 

د (یش) سد(ره) رون »2 = )ایطھ . من السهل ان نرى بأن هذه 
الخاصية تميز مؤثرات الجبر الجزئي ې . ذلك انه اذا كان مؤثر 4 يحقق 
= ۸ من اجل كل « و ۽ فين فإن وضع »=۸ ٠‏ 
يعطنا ٧ه«‏ «#هه) = (0ى ديم | أي ان ۸ هو مؤثر الضرب في 
و ش ش 5 

بعد اثبات هذه الخاصية نبين أن الجبر الجزئي 7 مغلق في الجبر 
0 . نفرض ان المؤثرات ...يه ۸٠,‏ في 7 متقاربة ( بالنسبة لنظم 
(() ا ) غو مؤثر م . عندئذ تتقارب ء۸ نحو مه من اجل كل 
ج دن . ما ان الضرب مستمر فإن لدينا: 

A (zy) = lim رذ‎ (zy) = lim (A,#-y) = lim ور مر‎ = Az-y 

ومنه يأقي حسب ما سبق» مدن . 

بما أن الجبر رن) ‏ تام (37.12 ب) فإن الجبر الجزئي 0(<7) بآ 
المغلق, في (0) ا تام أيضا بوصفه فضاء نظيميا مزودا بنظم (0) .2 . 
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لدینا الآن نظمان في الجبر 0 : اا و 
4 لانت | sup‏ حما( لیم | Ax ||== sup‏ |( وا # | 
last iS4‏ 
والجبر 1 تام بالنسة لكلا النظيمين. . لدينا : 


|٥او ازع ززمة اس‎ 18 || ٤, ححوا|#|‎ sup lvl > [a 3 | لل‎ 
1 !ی0‎ lel l4 Fel, 








ومنه: 

کسه | 2 | وه > lzla‏ 
إن النظيمين ,ھم و ١۶ا‏ متکافئان حسب 27.12 د وهو 
المطلوب . ش 
§ 12 9. الخاصيات الطيفية للمؤثرات الخطية 
2 .19 . ينتمي كل مؤثر خطي محدود ۸ يعمل في فضاء باناخي × الى 
الجبر () ا المؤلف من كل المؤثرات الخطية المحدودة العاملة في الفضاء 
×. بما أن 4 ينتمى لهذا الجبر فهو يلك طيفا وى  58.12(‏ أ) يتألف 
من الاعداد العقدية ۸ التي لا يقبل من اجلها المؤثر ۸۴ - ھ مقلوبا 
حدوداً. في حالة البعد المنتهي رر = ×) يرد طيف المؤثر ۸ » كما رأينا 
في 68.12 أ الى عدد منته» مثلا ” . من النقاط المتخالفة تمثل القع 
الذاتية للمؤثر 4 . نعلم ان الفضاء ,0 يقبل حينئذ التفكيك الى جموع 
مباشر ل ” فضاء جزئيا لا متغيرة بيلك المؤثر ۸ في كل واحد منها طيفا 
مؤلفا من نقطة واحدة» ويمكن في هذه الحالة وصف طيف 4 وصفا كاملا 
(71.12 - س). في حالة البعد غير المنتهي فإن طيف المؤثر 4 مجموعة 
متراصة غير خالية من المستوى محتواة في القرص ۱۸۱-١۸١‏ »أو 
على وجه التحديد , في القرص 1٣71‏ لل نآ >>| | (58.12 - أ)؛ 
لا يكن الاتيان بمعلومات اوفر في الحالة العامة (راجم التمرين 11 حيث 
ننشيء مؤثر طيفه مجموعة متراصة كيفية من المستوى). 
2 .29 . أ. قد نجد في حالة البعد غير المنتهى عناصر ر من طيف المؤثر 
4 التي لا تمثل قيا ذاتية ل ۸ . بل يمكننا القول في هذه الحالة ان المفهوم 
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الذي يصبح طبيعيا ليس مفهوم القيمة الذاتية. بل مفهوم القيمة الذاتية 
المعممة: القيمة الذاتية المعممة هي» تعريفاء عدد 2 يقبل متتالية اشعة 
دوه تقق: 0 << م < | | و0جسة داعف . من الواضح 
ان كل قيمة ذاتية لمؤثر هي قيمة ذاتية معممة هذا المؤثر. إن كل قيمة 
اه من اوت 4 ني الى طيفه؛ ذلك ان اذا كان 
0+ ,1 ,هه بخصوص متتالية مه وكان المؤثر ع - 4 يقبل مقلوبا 
حدودا فان 0> (A — XE) *(A — E) a,‏ = په 
ب. نشت الآن ان كل نقطة على حافة طيف مؤثر ۸ تمثل قيمة ذاتية 
معممة. لتكن ۸ نقطة واقعة على حافة الطيف؛ ما أن 5 4 يساوي 
نهاية المؤثرات القابلة للقلب: 8س م » حيث ر8 ¢ م فإن المؤثر المؤثر 
8 - 4 قاسم معمم للصفر بفضل 48.12 توجد إذن متتالية مؤثرات 
٣۸‏ تحقق 0م < || ,۴ || لکن: مي ,5 (8د ‏ 4) في الجبر 
():1. من اجل كل مؤثر ,2 نختار شعاعا ہا بحيث 1= | .| » 
د < | زرط .. بوضع ,رط = ,نه نجد: 2/< | ,»| وكذا: 
(A — AE) P, || | yal >0‏ || يه | (A — AE) Pal,‏ | = | مه (A — AE)‏ | 
وهو المطلوب. 
أما فیا يخص النقاط الداخلية لطيف مؤثر ۸ فهي ليست بالضرورة 
نقاطا ذاتية معممة (التمرين 10). ١‏ 
2 .39. تسهل النظرية التالية أحيانا دراسة المؤثرات: 
نظرية. نفرض ان الطيف رك لمؤثر 4 اتحاد لمجموعتين مغلقتين غير 
متقاطعتين ,ى و ,8 . حينئذ يكون الفضاء × قابلا للتفكيك الى جموع 
مباشر لفضاءين جزئيين مغلقين ,× و و لا متغيرين بواسطة 4 بحيث 
ان طيف 4 باعتباره على الفضاء الجزئي ,× هو المجموعة :5 . وطيف ۸ 
باعتباره على الفضاء الجزئي ,× هو وى . 
البرهان . نستعمل الټاتل من الجبر (م5) لا المؤلف من التوابع التحليلية 
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على دک في الجبر (),1 الوارد ضمن 68.12 - ب. يعرف الدستور 
2 (1) هذا الټائلل وهو: 
f (A E— A) )۸( 3‏ ل = | 

حيث ١‏ منحن مغلق يحيط المجموعة +5 في الساحة التي يكون فيها التابم 

() / تحليلياً. في الحالة التي تكون فيها المجموعة دك اتحادا لأجزائه 
المغلقة وغير المتقاطعة مثنى مثنى فقد يكون الامر كذلك فیا يخص المنحنى 
1. اما في الحالة الراهنة فإن المجموعة رك اتحاد حمرعتن مغلقتين ,5 و 
و5 بدون نقاط مشتركة والمنحنى 7 يمكن ان يتألف من منحنيين مغلقين 
5 و وه يط أوله)| بالمجموعة ,5 وثانيها ب ږ 

إن التابع (۸),» الساوي ل 1 على المجموعة ,كه و ل 0 على وى 

ينتمي ال الجبر (ړګ) ‏ ؛ يضم الجبر (م5) ںا ايضا التابع (0) و 

7 ل 0 على المجموعة ,5 و 1 على وى . يتسع هذان التابعان 
بالخاصيات البديهية التالية : 


على 


€, (^) + وه‎ (A) = 1 (sur S4) 
ef (A) = e, (A) 
€4 )3( = به ,(۸) وه‎ (A) e» (A) = ره )2( يه‎ (1) = 0 
للمؤثرين الخطيين الموافقين على التوالي للتابعين‎ ۴١ نرمز ب ,8 و‎ 
و (0 هه . بمراعاة خاصيات التامئلات يأتي.‎ ©, )0( 
عد ولا + وكا‎ E, E? ولل‎ E} = روا‎ E,E, = راو‎ = 0 
جموعة الحلول في الفضاء × ( للمعادلة ۾ = 8 و وه‎ X4 لتكن‎ 
جموعة حلول اللمعادلة  = و . بصفة خاصة فإن أي شعاع من الشكل‎ 
ہے حل مسن اجل کل ر > للمعادلة :±= ,1 لأن‎ = Ey 
من الواضح أن ,× و ,× فضاءان‎ B, (Ey) = 19٧9 — E,y 
. جزثيان من الفضاء × » مغلقان بفضل استمرار المؤثرين ,8 و80‎ 
إذا كان و 8260 6 2 فإن ر8 ع ورظ دام لكن‎ 
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0 (موظ)رظ = E, (E,2)‏ = مرل» ومنه 0 = 8,2 = + . وهكذا فإن 
تقاطع الفضاءين الجزئيين ,× و ,× لا يحوي سوى الشعاع المنعدم. 
بتطبيق المؤثر ,ع + ,2 -8 على شعاع ر كيفي نجد برو + یلا  -‏ » 
حيث ينتمي الطرف الايسر الى ,× والطرف الثاني الى ,× . وبالتالي فإن 
الفضاء × مفكك الى رع مباشر من الفضاءات الجزئية ,ر و وير . 
لیکن ,× ع د . عندئذ(تش) ,۴ = (8,4) ۸ = سه إذن ينتمي رر 
ايضا الى الفضاء الجزئي ,× ؛ وبالتالي فإن :0 لا متغير بواسطة المؤثريم . 
يقة ممائلة فإن ,× لا متغير بواسطة ۸ . 
يبقى أن نبرهن على نتيجة النظرية. نضع ,1ه يه ؛ إن ب۸ ولك 
متطابقان على الفضاء الجزئي ,3 » و ب4 منعدم على .ول . من جهة اخرى 
لد 2 (E— A)“‏ (() رمه © سل = A:‏ 
4 
يمكئنا هنا تعويض المنحنى '1 ب و1 لان التابع (۸) e:‏ منعدم على 
المنحنى ,7 . بعد ذلك يكن تعويض التابع رم به ب 1؛ نحصل في 
الختام على : 


اع 1 
۸82-٨٨60‏ )1 كيل = ب۸ 
11 


ثم مها كان ه لدينا: 
(^—p) (AE— A)" d1‏ = وير ديق 
«٢‏ 


نفرض ان م خارج المنحنى ,1 . ننشيء المؤثر: 


dA‏ و سر يي 
Ont‏ < 


تعطينا نفس الاستدلالات الواردة في 2 باب 


1 )8-٥(-141 _ 
سو‎ 


: ۸ © ليس ږډ 8~ 4) 


11 


E,.‏ = 01 2-(ھ-۸19) زو 


په 
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وبالتالي نرى ان المؤثر عم - 4 قابل للقلب في الفضاء الجزيئي ,× . إذن 
لا يكن لطيف المؤثر ۸ في الفضاء الجزيئي :3 ان يحتوي اكثر من نقاط 
المجموعة :5 . كا ان طيف المؤثر ۸ في و لايحوى اكثر من نقاط ,8 . 
لنثبت أن طيف 4 في ؛× يحوى كل نقاط المجموعة :5 . ليكن 
و5 ع مو . رأينا ان المؤثر 58 - 4 قابل للقلب في الفضاء الجزيئي 
یه » ومنه يوجد مؤثر و0 يحقق زح پږ@  2,8(‏ ۸) من اجل كل 
ول © ا ؛ لو كان المؤثر 1658 - 4 قابلا للقلب في الفضاء الجزيئي ؛× 
يوجد مؤثر ,@ يحقق ± = هې( (كآمة - 4) من اجل کل ,5 2 . 
حينئذ ننشيء مؤثرا © يطابق ,© في ,3 و .0 في ولا ويمكن تمديده 
خطيا على كل . بفضل 27.12 س فإن © يصبح حيئذاك مؤثرا خطيا 
حدودا من الفضاء × . من الواضح أنه يصبح في نفس الوقت مقلوب 
نام -- ۸ . لكن هذا مستحيل يذأن د5 6 ۸ . انتهى برهان النظرية. 
2 .49 . المؤثرات المتراصة. يكن ابراز» من بين المؤثرات العاملة في 
فضاء نظيمي» صنف هام من المؤثرات خاصياتها هي اقرب لخاصيات 


المؤثرات في فضاء ذي بعد منته. 

|. تعريف نقول عن مؤثر خطي 4 يعمل في فضاء نظيمي × إنه متراص 
إذا حول كل محموعة محدودة ‏ - 0 الى جموعة شبه متراصة (3 .39 .أ) 
ب. إن كل مؤثر' خطي في فضاء ذي بعد منته مؤثر متراص. 
ج. يعتبر مؤثر فريددللم (89.12) مثالا لمؤثر متراص في الفضاء 
C° (a, 8(‏ ش 

د . إن المؤثر المطابق ۴ في فضاء ذي بعد غير منته مؤثر غير متراص لأنه 
يحول كرة الوحدة الى الكرة نفسها اي الى محموعة ليست شبه متراصة 
(63.12.ب) 

2 .59 . عمليات على المؤثرات المتراصة. 

أ . إن المجموع و + ۸۰ لمؤثرين متراصين :4 و 4٠‏ مؤثر متراص لرؤية 
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ذلك نعتبر جموعة محدودة ×ع 0 ومتتالية نقاط (یع)ب منم . بما ان 
المؤثر به متراص يمكننا استخراج من المتتالية (مه) متتالية جزئية 
!0غ بحيث تكون {Aza}‏ متتالية کوشۀ. کا يمكننا استخراج 
متتالية جزئية (5ه) ‏ من ڼه بحيث تكون المتتالية (لنتوش) 
كوشية؛ حينئذ تکون رزو( +,4)) متتالية كوشية, وهو المطلوب. 
ب . إن جداء مؤثر متراص ۸ في اي مؤثر محدود 8 ( ترتيب الجداء ليس 
ذا اهمية) مؤثر متراص. 
لرؤية ذلك نعتبر جموعة محدودة ا ع0 ؛ إن 80 محدود ايضاء إذن 
0 شبه متراص؛ ومنه يأتي تراص المؤثر ۸8 . من جهة اخرى يحول 
المؤثر 8 كل متتالية كوشية الى متتالية كوشية وبالتالي فهو يحول المجموعة 
شبه المتراصة 40 الى جموعة شبه متراصة؛ إذن 84 مؤثر. متراص ايضاً . 
ج. بصفة خاصة اذا كان المؤثر المتراص 4 قابلا للقلب فإن الفضاء × 
ذو بعد منته. 
ذلك ان المؤثر' 44-4 = 8 متراص حسب ب ويمكئنا تطبيق 49.12 د 
د . اذا كان لدینا من اجل كل. . . ,2 ,1 = «» مؤثر متراص په وكان 
لدينا مؤثر 4 بحيث || مه 4|| فإن 4 مؤثر متراص. 

ذلك ان من اجل 0< معطى فإن المجموعة ۸40 (حيث 0 
جموعة محدودة كيفية محتواة في كرة ٣‏ > | سه او( >> || 4 - 4 |() جموعة 
شبه متراصة تمثل ٣ع‏ - شبكة من اجل المجموعة 40 . ينتج من ذلك ان 
02 شه متراصة (59.3) وان المؤثر ۸ متراص. 
2 .69 . طيف مؤثر متراص. 
أ. توطئة. من اجل مؤثر متراص في فضاء باناخى × فإن كل قيمة ذاتية 
معممة غير منعدمة قيمة ذاتية معتادة. 
البرهان . لتكن ۸ قيمة ذاتية معممة للمؤثر امتراص 4 اي انه توجد 
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متتالية ٠٠۰‏ ,وت ,يه ار مغن بحيث 0> qa‏ مه (8--۵) 
ترجد » بفضل شبه تراص المجموعة (م2ة) . متتالية اعداد طبيعية 
۰٠‏ بحيث تكون للاشعة ۵۰۰ ښاية في الفضاء لا ؛ نضع 
lim Aza,‏ =2 . عندئذ تؤول المتتالية : م٩‏ - ,مك4 = تت2 ايضا الى د ؛ 
بصفة خاصة: 0< ۸|0 |< | يم |صسنا=|ء| .م بمراعاة كون 0غ4 ٠:‏ 
lim n, = 2/1‏ » ۵۶ (1/2) = متخ دنا =± ؛ نصل بالتالي الى المساواة 
=4 الق تثبت التوطئة. 
ب . توطئة . لايقبل مؤثر متراص 4 خارج كل قرص|۸|<ء (حيث 
>> ) اكثر من عدد منته من القم الذاتية المختلفة. 
البرهان. ليكن ... ,و۸ .يه قها ذاتية مختلفة للمؤثر 4 تحقق 
٥‏ . لتكن ... وه ٠٠‏ الاشعة الذاتية الموافقة لها على التوالي: 
«عمة - ۸٠,‏ حيث. . . ,2 ,1 = «. إن الاشعة الذاتية الموافقة لقم ذاتية 
مختلفة مستقلة خطيا (51.12.ك)؛ وبالتالي فإن المغلف الخطي بس 
للأشعة 4ه .... .ره فضاء جزيئي ذاتي للمغلف اخطي .ا للاشعة 
٠.٠. ©‏ مه . يوجد» حسب التوطئة 63.12 - أي شعاع Ind hn‏ 
يحقق:1 = | ,5 | 1/2 < | ± - م۸ إمن اجل كل ج#د و م. يمكننا 
وضع .مه + ود = ,۸ حيث 20د و ,رك . لدينا عندئذ. 


Ah, ع‎ A (Zo + (رصه‎ = Azo + ahnen = Azo + پا‎ (hq — 2o) = 
= (Azo — Ano) + Ann. 
: يمال ياي‎ ٣ ۸ هم‎ Azo € Ln-ı ما ان:‎ 


Ahn) + Ann | =‏ وم 3-ونتش) | > | مھ مھ | 
TT (Ahn + Anzo— Azo) | <| An |+,‏ سي أمذاع- 
وبذلك نرى انه يستحيل استخراج متتالية جزئية متقاربة من المتتالية 
: 4 . وهذا يناقص تراص المؤثر ۸. انتهى پرهان التوطئة. 
ج . توطئة . لايقبل مؤثر متراص 4 في فضاء باناخى × خارج كل قرص 
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٥‏ (حيث »په 0) اکثر من عدد منته من نقاط الطيف؛ وتمثل 
هذه النقاط قا ذاتية للمؤثر ۸ 
البرهان. إن كل نقطة على حافة الطيف للمؤثر '4 قيمة ذاتية معممه 
(29.12. ب) إذن فهي قيمة ذاتية معتادة حسب التوطئة أ؛ وبالتالي ينتج 
من التوطئة ب ان المؤثر امتراص 4 لايقبل خارج القرص .م > | ٠۸‏ سوى 
عدد منته من النقاط على حافة الطيف. نرمز هذه النقاط ب 
ما .رال انها قم ذاتية للمؤثر ۸ حسب التوطئة . نؤكد بعد 
ذلك على ان هذه النقاط تنفذ كل نقاط طيف 4 الواقعة خارج القرص 
م > | وإ لو بقيت في الطيف نقطة 2٠٠٢7,‏ ۱۸۰ فإننا نستطيع تمرير 
مستقم على ,2 يذهب نحو اللانهاية ولا يمر بالقرص مج>| | ولا 
بالنقاط ,1 ,. . .,,ۀ ؛ إن النقطة الاخيرة من الطيف على هذا المستقم تنتمي 
عندئذ الى حافة الطيف بدون ان تتطابق مع اية نقطة من النقاط 
ية ,... ,,. يبين التناقض المحصل عليه التوطئة. 
د.ا كان خارج اي قرصء >> | ۱۸ لا يحوى, حسب التوطئة ج. سوى 
عدد منته من نقاط طيف مؤثر متراص فإنه يمكن ترقيم كل نقاط الطيف 
حسب الترتيب التناقصي لطويلاتها. نرى بذلك ان ظيف مؤثر متراص في 
فضاء باناخى يمثل جموعة على الاكثر قابلة للعد من القم الذاتیة المنعزلة و 


0 هو نقطة النهاية الوحيدة. ان النقطة 0 تمثل في حالة مؤثر متراص في 
فضاء بعده غير منته نقطة من الطيف (12. .9 ع ) (اليئدت بالضرورة قدمة 


ذاتية ؛ اما النقاط الاخرې من الطيف فتشكل جموعة قابلة للعد أو منتهية 
أو خالية إن كانت هذه المجموعة خالية فإن: 0 = ۱۱۸۴۱ كر صتا ` 


مهوم 


(58.12 - أ( والمؤثر ۸ عدم القوة ومعمم. اما مائل هذا المؤثر في حالة 


فضاء ذي بعد منته فهو مؤثر عدم القوة يحقق0 - ”۸ مها كان" يمكن في 

فضاء ذي بعد منته وصف بنية مؤثر عدم القوة وصفا كاملا (إنه معطى 

ضمن اساس معين بمصفوفة جوردانية عناصر قطرها معدومة كلها). فيا 
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دراسة وافية (1). 


2 .79 . التفكيك الطيفي لمؤثر متراص . 


أ. لتكن 0 ۸ نقطة من الطيف رك لمؤثر متراص 4 ؛ با ان هذه 
النقطة منعزلة حسب 69.12 - ج يمكننا تطبيق النظرية 12 .39 . إن الفضاء 
× يقبل عندئذ التفكيك الى جموع مباشر لفضاءين جزئيين مغلقين ,م و 
:0 لامتغيرين بواسطة المؤثر .م بحيث يتكون طيف ۸ في ,م من العدد 
2 فقط ويتكون طيفه في ,0 من ږ؟. عدا النقطة 2 . من الواضح ان 
المؤثر ه يبقى متراصا في كلا الفضاءين الجزئيين ,م و ر ؛ بجا ان0 
لاينتمي لطيف 4 في ,2 فإن ۸ يقبل القلب في ,۶ . يعني ذلك ان 
الفضاء ,م ذو بعد منته  59.12(‏ ج). وبالتالي فإن كل نقطة0 عد 1 من 
. طيف المؤثر ۸ تعرف فضاء جزئيا لا متغير بعده منته؛ مع الاشارة الى ان 
بنية المؤثر 4 في هذا الفضاء تتعين طبعا بالوسائل المعروفة. 
ب. نستنتج من أ خاصية هامة للمؤثرات المتراصة وهي: 
متناوبة فريدو| . هناك. من اجل عدد عقدي م معطى, حالتان لا ثالثة 
۸): اما ان يكون للمعادلة ن = هرهم - 8) حل وحيد بالنسبة ل ت 
مها کان جر ع ن > واما ان تقبل المعادلة المتجانسة :0 بسند (هم -- 8) حلا 
غير منعدم. 
البرهان. من الواضح ان الحالة الاولى هي المحققة عندما 0 س . ليكن 
إذن 0 م و نم1 = 2 ؛ حينئذ تكون العادلة ر = 2 (۸س ‏ 8) مكافئة 
للمعادلة لست د (215-م). إذا لم ينتم۸ الى طيف المؤثر ۸ فإن115- ۸ يقبل 
القلب وبالتالي تتحقق الحالة الاولى في النظرية؛ اما إذا انتمى + الى طيف 
4 فإن 4 قيمة ذاتية ل 4 لأن 0 ع 69.12(۸ - ج) ونحصل حينئذ على 
الحالة الثانية من النظرية. 
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وهكذا فإن متناوبة فريدولم تكافيء ما يلي : بخصوص المؤثر 4 فإن کل 
عدد ړی ت۸ غير منعدم قيمة ذاتية. كنا راينا ان تلك هى خاصية 
المؤثرات المتراصة؛ لكنه يوجد صنف واسع من المؤثرات التي تتمتع بهذه 
الخاصية ( مثلا المؤثرات التي ها قوة كيفية متراصة؛ راجع التمرين 13). 
2 . 89. مؤثر فريدوم التکاملي . لیکن « ,) ۾ تابعا عقديا مستمرا 
متغيرين حقيقيين وى وغ يتغيران في نفس المجال [ث ,ه] . يمثل التكامل : 
0 
٣۵ > | ٥٠۶ )( ds,‏ (1) 
من اجل كل تابع 8) 2 مستمر على 61 2 تابعا معرفا دوما على 
اا ,ها وستمرا بفضل 18.9. من البدہی ان الدستور (1) يعرف 
مؤثراً خطيا »۸ = ر يعمل في الفضاء [6 ,ه] ٥‏ المؤلف من کل التوابع 
العقدية المستمرة على (ډ ,ي] 2 بالنظم | 9( sup | z‏ = || 2 || 
(12 ,93 - ب)؛ يسمى هذا المؤثر مق پر فریدو). ۰ شی من المتراجحة : 
و | )1 هاما أ مام ما 
ان المؤثر ۸ محدود وان نظيمه لا يتجاوز العدد: 
b‏ 
sup | ٥١ )5, 4) | 4:‏ 
لنثبت ان المؤثر لم متراص. نفرض ان التابع () ۾ يتجول في جموعة 
نحدودة ١130‏ ها بحيث. مثلا: برع | ()س | مده = || 2 || . 


عندئذ نجد من اجل ق > |  #”‏ ۲| ان: 
b‏ 
y (¢ )—y()|<sup|z (0| | |9 )5, )—g(s, )|ds<‏ 


< sup | # (9 | په‎ (8) ( — a), 


“ىر ج)0--١‏ غد (8) و۵ 
SP ESEN‏ = 


حيث : 


ينتج من ذلك التقدير التالي للتذبذب (8)په لتابع ()س : 
(ه-۵) (ة) مهم> | (#) ح-(١)‏ بو[ هده = (8) ره 
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ان هذا التقدير لا يتعلق باختيار التابع ۵)س 03 ؛ بما ان لتابم 
# ,) 9 مستمر لدينا: : 0 > )6( وه lim‏ » إذن وب (8) lima,‏ 
وهكذا فإن امُجموعة ۸0 درن 2-08 بانتظام a‏ الاسر 
يبن من نظرية ارزيلا (42.12ظ - ج) أن المجموعة 0م شبه 
متراصة من اجل كل ۾ د(8 ,ه) دم حدود؛ وبالتالي فإن المؤثر ۸ متراص. 
وهو المطلوب. 

نستخلص إذن صحة كل القضايا 69.12 79.12 من اجل مؤ 
فريدولم بصفة خاصة نرى صحة متناوبة فريدولم (79.12 - ب) التي تأخذ 
في الحالة الراهنة الشكل التالي: 

هناك من اجل عدد عقدي م معطى حالتان لا ثالثة لما: اما ان يكون 
للمعادلة : ش 5 

) يز مه () « ۵ ,)و | ()—p‏ به 
حل وحيد بالنسبة ل )ھم من اجل كل تابم () 4( ,)"0 ء 
واما ان تقبل المعادلة المتجانسة: 
0ع هق z )s(‏ (2 1000 
حلا غير منعدم ١‏ 
2 .99. مؤثر فولتيرا التكاملي. ليكن و ,)ي تابعا مستمرا لمتغيرين 
.و , في نفس المجال [ن ,ه) . يختلف التكامل : 
مه Î rt, ١  ()‏ == )01 

عن التكامل 1(89.12) في كون الحد الثابت 5 للتكامل استبدل بالحد 
المتغير :. إن التابع )ر معرف» كا هو الحال في 12 .1(99)غء 
ومستمر في [4,5])  68.9(‏ أ). يسمى المؤثر الخطي 7 المعطى 
بالدستور (1) مؤثر فولتيرا (97016658). إن مؤثر فولتيرا 
مثل مؤثر فريدولم. مؤثر متراص؛ نبين ذلك بنفس الطريقة مع التدقيق 


160 


شيئاً ما في المتراجحات. لکن خلافا لمؤثر فریدولم» فإن طيف مؤثر فولتيرا 
لا يمكن ان تكون له نقاط غير منعدمة (اي نقاط ذاتية كا رأينا). لرؤية 
ذلك نفرض العكس: من اجل 0 ۸ . يوجد تابع ۵).« و (5 ,©) "0 
بحيث : : 
Az, )9‏ = هف () مه )£ ,5) ؟ | = )( ردلا )2( 
بوضع ۾ = نجدم د (ه) وتا إذن0 = (م) و بدون الس بعمومية المسألة 
يمكن افتراض ان التابع () هه لا يساوي الصفر في اي جوار للنقطة » 
من الجال إن ,ه] (إن لم يكن هذا الشرط قائا في ع يمكننا نقله الى 
اقرب نقطة من المجال [م ,م] يتمتع بهذا الخاصية بدون ان تتغير قيمة 
التكامل ). وبالتالي فإن التأبع| و) ۾ | مدع -(8) ”غير منعدم من اجل 
> م ويؤول الى 0 من اجل0 + م . نستطيع من اجل كل >> 0 الاشارة 
الى نقطة يرد اه ٠.‏ ۾ ,ه] بحيث(8) س = | (ما) وه | . نحصل الآن من (2) 
على التقدير التالي: 

0 1 9 )٤, £) | 48 >> cêm (6) 


1 
| Azo (e) |= | 2|: )8( < max | 

و سا 
)8009 سه 
اذا قسمنا على () ” يأتي: 

> | ذا 

وهذا من اجل کل هه . يتناقض هذه المتراجحة الفرض 0 ےب . انتهى 
برهان القضية. 

بتطبيق 79.12 ب 66.123 نرى من اجل كل ۵)« أنه يوجد 
حل وحيد لعادلة فولتيرا: 

۵) لاس هه )٥(‏ 2 )و | سر () مه = () ع (۷م-1) 


a 


مثل بالسلسلة: 
(E - ¥ (7 ۷ )( =‏ = () نه 
y (Û) + pVy )۵ HF pPVPy ) FF... FH p"V"y )۵ +...‏ = 


161 


يمكننا البرهان على ان المؤثر "۷ (من اجل كل م ) مؤثر لفولتيرا ايضا 
نواته 7 ,) ,وي نستطيع حسابها بالتدريج حسب الدستور: 

9: )5, 2 = و‎ (s, 1), Qn )8, 1) ا سح‎ EO) lo ab 
(راجع مثلا (15)؛ مجد في نفس الكتاب امثلة تطبيقية للمعادلات‎ 


لتکاملیة في الفيزياء الرياضية). 


تمارين 
1. نعتبر لاله فضاءات توابع على امستقم : 
أ) الفضاء المؤلف من كل التوابع المستمرة والمحدودة 
ب) الفضاء المؤلف من التوابع المستمرة الى تتمتع بالخاصية التالية : 


lim f (z) 0ع‎ 


مه ج || 

جال نزود هذه الفضاءات بالمسافة: 

g (z) |‏ — (د) sup | f‏ = (م (f‏ م 
هل هذه الفضاءات تامة؟ 
2 . عيّن في الفضاء (مه ,0) 8 (المؤلف من التوابع المستمرة والمحدودة على نصف 
المستقهم. > م والمزود بالنظم | ۵) م .ممه = |)۵) ا ) ځموعة لها قوة المستمر 
للتوابع 0) ,د التي تحقق 1 = | () مداا ٠‏ 1 < |( () هه ت () م#اامن اجل 
565 . 
ملاحظة: ينتج من ذلك انه لاتوجد في الفضاء (مه ,8:0 اية جموعة قابلة 
للعد كثيفة اينا كان. 


3. اثبت ان التابعية : 1 12 
وډ مه | حم F = | vee)‏ 
1/2 0 


مستمرة في الفضاء 4 ٠),‏ ؛ اثبت ان الحد الاعلى لقم Fw)‏ على كرة 


12 


الوحدة المغلقة في الفضاء ر نم :م يساوي 1. مع الملاحظة ان هذا الحد 
لا يدرك عند اي عنصر من كرة الوحدة. 

4 . نعم ان توطئة متوازي الاضلاع (34.12.أ) قائمة من اجل كل 
شعاعين د و ر من فضاء نظيمي × . اثبت ان النظيم في × مولد عن 
الجداء السلمي : 


(۹ا| بس ااا ۳# )ت e,‏ 


5. لیکن م جبر كل كثيرات الحدود م م ذات المعاملات العقدية في 
القرص ر > | :م - م » المزود بالنظع | ) م | عدم حا () م . يحوى 
هذا الجبر 1 ويفصل كل نقطتين من المتراص .۾ لکن نظرية ستون 25.12 
- ج لا تقوم فيه, والجبر م ليس كثيفا في الجبر (Q)‏ € المؤلف من كل 
التوابع العقدية المستمرة في القرص 0 

6. إن المجموعة ,)١‏ من جبر نظيمي 0): (0 فضاء متري) المؤلفة 
من التوابع (ه) 7٥ (Q) 3f‏ التي تساوي التابع المنعدم على مجموعة مغلقة 
م ده مثالي .مغلق في ©) :م . اثبت أنه اذا كان ۾ متراصا فإن كل 
مثا مغلق د ()۸۰ مطابق للمثالي رم) مر من اجل جموعة م#دم . 
7. نفرض أن جماعة متساوية الاستمرار م د0) قمر مؤلفة من توابع P)‏ 
فضاء متري و ۾ متراص) تحقق: من اجل كل :03 . تنتمي قم التوابع _ 
9 3 ال شه متراص ,مح م اقب وجود شه متراص ,مج م ` 

يحوي قيم كل التوابع 0 دجم عند كل النقاط ۽ رم 

8 لتکن || میا || = 7 مصفوفة حقق فرض نظرية توبيتر 42 > 
شيد بالعددين 1 و 1- متتالية ,ع ليست ها - نهاية. 

9 . اثيث ان الشرط 1 > | ,1 || سنا ضروري وكاف لكي يكون المجال: 


(2) ,5 سنا ,(ء) هلا (67.12) محتويا في المجال وص 75 ,± سصالا 
مها كانت المتتالية المحدودة د.. ,يع ,,» دي 
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0 . ليكن )مه جبر كل لتوابع العقدية (0)/ الستمرة على 
الذائرة 4 ١21-‏ (المزود بالنظي المعتاد) وليكن 2 جبر التوابع ريم م 
التحليلية في القرص 4 -. ١ء‏ والمستمرة في القرص 1> || المزود بنفس 
النظم | رم | مده = || ما . اثبت ان: ش 

أ ) التطبيق الذي يصل كل تابع «) مد ج بالتابع النهاية 10) ود 
تمائل متباين من 2 في © ؛ وبالتالي يمكن القول ان الجبر 2 جبر جزيئي من 
الجبر م . 

ب) 2 جبر جزيئي مغلق في © . 

ج) طيف المؤثر 4 . وهو مؤثر الضرب في ږ في الفضاء م » هو الدائرة 
1 -اء|؛ اما طيف نفس المؤثر في الفضاء z‏ فهو القرص 1> |١|‏ ؛ 
. زيادة على ذلك فإن القم ؛ ‏ | ., هي وحدها القم الذاتية المعممة للمؤثر 
۸ في 2 . 

د) العنصر , قابل للقلب في الجبر م » وغير قابل للقلب الجبر 2 . ولیس 
قامما معما للصفر في 2 . 

1. لتكن 0 جموعة متراصة في المستوى الذي تنتمي اليه العناصر ء 
وليكن: )هم 6 فضاء كل التوابع العقدية المستمرة على المجموعة © . 
اثبت ان مؤثر الضرب في : طيفه هو المجموعة ۾ . 

2. نحن نعلم» من اجل مؤثر م في فضاء باناخى ‏ وكثير حدود 
( م ء ان المؤثر (ه) م. متراص. برهن على ان كل نقاط طيف المؤثر 
4 باستثناء ممكن لجذور كثير الحدود )م ) قم ذاتية. 

3 . اثبت ان متناوبة فريدولم قائمة من اجل مؤثر 4 له قوة ( كيفية) 
متراصة 


4. لیکن بحم » 1< › كبك . اثبت من اجل تابعين 


كيفيين )2 و ()” ستي پیا بتقطيع على مجال a<!<b‏ « 


متراجحة هولدر (7215014625): 
164 


| ۱11 ٧ ۱ 1 


185 . ثت. E‏ تابعي ف 4 المتراجحة : 


۷ مها هس‎ j E 


وهذا من اجلّ وحرم 
6 . ليكن 1<م و 4<1 و کک . اثبت» من اجل شعاعين 
کیفين (مة ,... یعاسه و (م«,... ,)سن » متراجحة هولدر: 
TT‏ #۴ / ره # n P/‏ 
مد ۰ک سه شا 
كنا = 


7 . اثبت» باعتبار نفس الشعاعين ريع م و زيمي » يما 


الثلث : n‏ / 2 / هم متت 
na |P‏ ا 5 مها 0 2: / 
h=1‏ اس 2-1 


وهذا من اجل 1< م 
8 . برهن على ان الفضاء النظيمي ,ره  33.12(‏ د) تام مها كان 
وحم. 








19 . لدينا متتالية توابع )په ).۰ ,2 ,1 (n=‏ معرفة وقابلة 
للإشتقاق لانبهائيا على محال م >> :>هم . نفرض وجود متتالية ثوابت 
,4 22.2.0 ؛1 ,0= م) تحقق : 

,لت تل ,2 A4 (n=1,‏ > | () فيه | 
استخرج متتالية جزئية )به (:.. ,2 ,1 سس) متقاربة بانتظام على' 
المجال >>4 لماه ج م وكذا كل متتالية مشتقات )2 مها 
كانت رتبة الاشتقاق » ش 


0 . اثبت ان الكمية ٤۶ lp‏ (33.12 - ج) لا تحقق مسلمة المثلث 
2 ۔ ج إن كان ويام . ظ 
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1 . هناك صيغة اخرى لنظرية ارزيلا 42.12 لا تتطلب استمرار التوابع 
)2 ولا تراص (ولا حت القابلية لمسافة) مجموعة تعريفها 0 . وهذه 
الصيغة هي : لتكن (م) م جماعة توابع حدودة (0) م معرفة على جموعة 
كيفية ۾ » قيمها في فضاء متري م » ندخل مسافة على هذه الججاعة بواسطة 
الدستور: (©) و ,۵ ع) م مده = (ن ,ه) م' . تكون مجموعة عد رم م 
شبه متراصة إذا وفقط إذا تمكناء من اجل كل ٠>:‏ . من أيحاد تحزئة 
للمجموعة ۾ الى عدد منته من المجموعات الجزئية ,0 ,... 0٠‏ بحيث 
لا يتجاوز تغيّر كل تابع من ب على اية بجوعة من المجموعات 
0 ...© العدد .م . 
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نبذة تارة 


برزت البنيات الاساسية للتحليل في اواخر القرن 19 وبداية القرن 20 2 
وحدث ذلك عندما تجمّع في التحليل عدد هائل من النتائج والمعلومات حق 
اصبح تنظيمها امرا لازما وعاجلا سبق ظهور الارتباط الخطي للأشعة والبعد 
(المساوي لأي عدد 7 طبيعي) عند غراسمان 078581181182 ( 1846 )لکن 


الفضاءات الشعاعية المجردة ظهرت لاول مرة عند بيانو (٥٥٥00‏ 1888) 
تطورت نظرية فضاءات التوابع الم لمستمرة في ايطاليا خلال السبعينات من 


القرن 19 ( فولتيراء اسكولى » ارزيلاء دينى). برهن على النظرية المتعلقة 
بشروط تراص جموعة توابم مستمرة ٠‏ التي تسمى عادة نظرية ارزيلا» 
اسكولى لأول مرة سنة 1883. اما نظرية فيرشتراس حول تقريب (أو 
مقاربة) التوابع المستمرة بواسطة كثيرات الحدود فتعود لسنوات 1870 ؛ 
قام بتعميمها 25.12 35.12) ستون عام 1936. 

اهتمت المرحلة الموالية بادخال الفضاءات الطيلبرتية استفتحت هذه 
المرحلة بانشاء نظرية خاصة بالمعادلات الخطية التكاملية من طرف فولتيرا 
(1887) وفريدولم (1900) اكتشف هيلبرت سنة 1906 تشابها متميزا بين 
المسألة الخاصة بالقم الذاتية للمؤثرات التكاملية ومسألة تبسيط شكل 
تربيعي» هذا وتبين ان حل المسألة المتعلقة بالمؤثرات التكاملية مرتبط 
بتراص هذه المؤثرات. قدم ا. شميث 2106طن5 .8 عام 1907 عرضا 
جديدا لنظرية هيلبرت وذلك بکتابة المؤثرات التكاملية بواسطة مصفوفات 
غير منتهية تعمل في «الفضاء الميلبرتي » للمتتاليات ذات المربع القابل 
للجمع . انشا ستون وفون نومان ۱610118018 17018 حوالي 0 نظرية 
مسلمية للفضاءات اطيلبرتية تعتمد على مفهوم الجداء السلمي. 

قام ف. ريسي رو۸ .۴ سنة 1918 بانشاء آخر لنظرية المؤثرات 
المتراصة التي تصلح في الواقع» من اجل كل فضاء نظيمي تام ( شكلياً. 
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بالنسبة لفضاء التوابع المستمرة). ظهر التعريف المجرد للفضاءات الشعاعية 
النظيمية بعد ذلك بقليل. 1920 الى 1922 » في اعبال باناخ , هان 118818 
فير :781626. اكتشفت مدرسة باناخ خلال العشرينات المباديء الاساسية 
للتحليل التابعي الخطي با في ذلك النظرية حول التطبيق المفتوح ونظرية 
الحد المنتظم (47.12). نبد النتائج التي توصلت ها هذه المدرسة وكذا 
عددا كبيرا من التطبيقات في [20 ]. رغم ذلك كله فإن المسألة الرئيسية 
للتمثيل القانوني لمؤثر خطي كيفي» الماثل للتمثيل الجورداني لمؤثر خطي 
ذي بعد منته؛ لازالت تنتظر حلها. بهذا الصدد هناك عدد كبير من 
النتائج الحامة والقوية تتعلق بالمؤثرات في فضاء هيلبرتي. حصل هيلبرت منذ 
6 - 1911 على نتيجة مماثلة للتمثيل القطري للمؤئرات التناظرية 
(واهيرميتية) متراصة او غير متراصة اما الانتقال الى المؤئرات غير 
التناظرية فقد تم ببطء شدید؛ ترجه النتائج الاولى التي تعد ذات قيمة 
(والمرتبطة اساسا بالاسمين ليفشيتز 11٧6:‏ وكلديش ١1ءبهاء»)‏ الى 
اواخر الاربعينات. للإطلاع على الحالة الراهنة هذه النظرية انظر الدراستين 
1و [5]. 

اما نظرية الجبور التنظيمية التي لم نقدم سوى مبادئها الاولى فقد انشئت 
من طرف غلفاند خلال 1937 1939 ۽ قدم 1و [8] عرضا لا 
تتخلله امثلة متنوعة خاصة بتطبيقاتها في التحليل. 

إن أول من قام بمحاولة علمية لجمع متتاليات متباعدة هو أولر 
( « اسس الحساب التفاضلى » سنة 1755). إن الامر لا يتعلق بطبيعة الحال» 
في ذلك العهد. بنظرية متينة وسليمة؛ بالاضافة الى ذلك فإن الإستعال 
غير السلم للسلاسل المتباعدة قد هدم اعتبارها. كان من شأن اصلاح 
كوشى (1821) انه ابعدء لمدة طويلة, المتتاليات والسلاسل المتباعدة من 
التحليل . تكونت النظرية الحديثة لجمع المتناليات في اواخر القرن 19 وبداية 
القرن 20 (سيزادو 21880. فورونوي 2 .19. توبليتز 1911). يكن 
للقاريء التعرف على حالتها الراهنة من خلال (21). 
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الفصل 13 
امعادلات التفاضلية 

اذا قدّر لعقل في لحظة ما ان 
يتعرف على كل القوى المتواجدة في 
الطبيعة وعلى مواقع الكائنات فيهاء وان 
كان اتساع هذا العقل قادرا على تحليل 
هذه المعطيات» فإنه سيتمكن من وضع › 
في قانون واحد» حركات اكبر الاجسام 
في الكون وحركات اخف الذرات 
وزنا؛ سوف لن يكون لهذا العقل ادنى 
شك فالستقبل كاماضي» سيكونان 
مرتسمين امامة. يمثل الفكر البشري في 
کال ما قدمه في علم الفلك» صورة 
مبسطة لذلك العقل. 
بيير - سيمون لابلاس « بحث فلسفي 
حول الاحټالات (1795)» 


Pierre-Simon 6 


§ 1.13 . تعاريف وامثلة. 


3 .1 . أ. إذا ضمت معادلة بالنسبة لتابع مجهول () ا = سا » 

م >>: > ه مشتقا (من الرتبة الاولى او رتبة عالية) لهذا التابع » فإنها 
تسمى معادلة تفاضلية . يمكن ان نبعث عن التابع 0): حسب شروط 
المسألة المعتبرة» اما من بين التوابع العددية واما من بين التوابع الشعاعية التي 
تنتمى قيمها الى فضاء بعده 2# واما من بين التوابع الشعاعية التي تنتمي 
قيمها الى فضاء شعاعي نظيمي. ٠‏ 
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يسمى كل تابع ()» يحقق معادلة تفاضلية معطاة حلا أو حلا 
خاصاً هذه المعادلة. تسمى مجموعة كل الحلول الحل العام ذه المعادلة. 
ب . وهكذا فان اظ المعادلات تفاضلية وهي : 
> هكم 0= من u'‏ 0 
حلها العام هو 0) » = ثابتا؛ والثابت هذا ثابت عددي إن كان قم 
۵)« عددية  54.7(‏ ج)» وثابت شعاعى إن كانت قيمة شعاعية. 
وعنصر ثابت من فضاء نظيمي 8 إن اخذ 9“ قيمة في الفضاء 8 
 16.12(‏ ق). يكن كتابة الحل العام للمعادلة التفاضلية: 
۵) م = ۵) “نه )2( 
حیث () ۾ تابع معطى (عددي أو شعاعي ) على شكل تکاملي: 
)١( dr + const‏ 8 | =(« 
(حيث © ثابت) شريطة ان يكون () ۽ مستمرا بتقطع (23.9 و 
2 . 36 ج) يبين المثالان (1) و (2) ان المعادلات التفاضلية لا تعين 
حلوها بطريقة وحيدة بحيث انه يجب لتعيين حل تعيينا كاملا» فرض 
شروط اضافية. جرت العادة ان فرض كشرط اضافي بان قيمة التابع 
المجهول «7): معلومة عند نقطة * -532 ,ه] عند معرفة 
0 « فإن حل العادلة (1) أو (2) يتعين بطريقة وحيدة. 
ج. تكتب معادلة اعم من المعادلتين السابقتين على الشكل : 
O (f, u )۵(‏ = ۵) ما (3) 
حيث 22 )0 تابع قيمة في الفضاء النظيمي 8 الذي تنتمي اليه قم 
التابع () = . نتساءل هنا عن وجود حل () 2 وعن وحدانيته عندما 
یکون  )0(‏ معطى. 
د . من المفيد ان نعطي ل (3) معنى « حركي» في الفضاء 8 . نفرض ان 
هناك نقطة متحركة في الفضاء 8 موقعها في كل لحظة هو: )اح . 
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عندما يتغير : فإن النقطة المتحركة ترسم في 8 منحنيا ۵) نا = ها 
٥ >+ >> 5 (‏ ). يمثل التابع الشعاعي ۵) ها قانون حركة النقطة 
الملتحركة على طول هذا المنحنى. عندئذ يمكن فهم الشعاع ) ا على انه 
شعاع سرعة النقطة المعتبرة ( وهو نهاية نسبة المسافة المقطوعة :4 على 
الزمن ۵ الذي قطعت خلاله هذه السافة) يصل الطرف الاين من 
المعادلة (3) بشعاع 832 من اجل كل 58(3 ,ه] مثبت بالشعاع 
(2 ؛) © . يفهم الحل 9) » على انه قانون حركة نقطة متحركة في 
الفضاء 8 عندما تكون سرعة الحركة في كل لحظة ٤‏ ومن اجل كل موقع 
23 , مطابقة للشعاع (» ,»)9 . وهكذا فإن التابع ( ,/) © 
يعرف في كل لحظة *# حقل اشعة يعين كل واحد منها سرعة حركة النقطة 
المتحركة عند النقطة » من الفضاء 8 الموافقة ل * . تمثل حلول المعادلة 
(3) المسارات الممكنة للنقطة المتحركة. وتسمى في هذه الحالة المنحنيات 
التكاملية للمعادلة. 
يمكئنا في الفضاء 78:8 تقديم معنى سي حض للمعادلة ”. يوافق 
كل تابع 9) u = i‏ منحنيا في الفضاء 28 (82 6 24 لع ه ). 
إن التفاضلية 0# 00 هو الجزء الخطي الرئيسي لتزايد التابع () ها 
عندما يتغير المتغير الستقل من : الى 1ه ٤+‏ . وبالتالي فإن المشتق 
() '« في الحالة الحقيقية 4:0 = 8) يفهم على انه المعامل الزاوي للمياس 
اي ميل المنحنى 17)7 عندما ننتقل من * الى 42 + ا »الى لامتناهيات 
في الصغر من رتب اعلى . في الحالة العامة ومن اجل 8 كيفي» فإن للمشتق 
معنى مماثلا: إن الستقم ۶ - ) (20) /نة = ونه سا ماس للمنحنی 
0۵« = »ا من اجل = ويمكن تسمية المقدار 20)/نه معاملا 
زاويا. يعين التابع :)© عند كل نقطة 40,20) من الفضاء 
8 مستقما : 
ل٤‏ ) (20 ,م#) © = پد — u‏ )4( 
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وتتطلب العادلة (3). من اجل کل 812٤‏ »> ان يكون 
للمنحنى )() u = u‏ ماس مطابق للمستقم (4) عند النقطة 

[fo, w (to)Î 
د . نعتبر كمثال فى الفضاء و8 = 8 المعادلة:‎ 

ش : () م = ۵) لک 
حيث يرمز )2 » من اجل كل » 8:3 » للشعاع الذي نحصل عليه 
بادارة الشعاع ‏ مقدار زاوية قائمة في الاتجاه الموجب. 

من وجهة النظر الحركية» ينبغي على النقطة المتحركة ان تتحرك في 
المستوى ۴١‏ بحيث يطابق شعاع سرعتها الشعاع )۷ عند كل نقطة ۷ . 
من الواضح ان كل حل يمثل حركة على طول دائرة متمركزة في مصدر 
الاحداثيات بسرعة تساوي عدديا نصف قطر هذه الدائرة (الرسم 1.13). 
من وجهة النظر المندسية نبحث عن المنحنيات في الفضاء الثلاثي البعد : 
x Rs‏ التي يعطي مماسا عند كل نقطة بالمعادلة: 
(و٤#‏ - ) (ږئ) م = پچ — u‏ 

إن شكل المنحنيات المطلوبة شكل حلزوني حول المحور الذي تنتمي اليه 
(الرسم 2.13). 






مسا 
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س . سنری ادناه ان جلة معادلات من الشکل : 


((ځ)وغا,... و(غ)وف (t,‏ )© = (2) سی 
1 (5) 


u, () = Dn (t, us (Û, ..., Un (4))‏ 
والمعادلة من الرتبة * ذات الشکل: 
(tf, u(t), w(t), ..., u” )2((‏ 9 - هار (6) 
ترد أي الى معادلة من النمط (3). 
ص . ستكون مسائل وجود حلول المعادلات التفاضلية ووحدانيتها ضمن 
شروط اضافية» محل انشغالنا طيلة الفصل؛ نكتفى الآن باعتبار بعض 
الحالات البسيطة جداً والتي نحصل فيها على الحل بشكل صريح. 
3 .21 . لتكن معادلة من الشکل: 
(5 >> : > ه) (): () u )( =A‏ )1( 
تسمى مثل هذه المعادلة معادلة خطية متجانسة. نفرض في البداية ان 
التابم الطلوب () u‏ تابع عددي وان العامل () 4 تابع عددي مستمر 
معطى. نفرض ايضا القيمة () ا = » معلومة ايضا. إن التابع 
0= () ا حل بدمهي للمعادلة (1) لكنه لا يحقق الشرط الابتدائى » 
إن كان 0ه . لنبحث عن حلول اخرى. ان کان ()«: حلا غير 
مطابق للصفر فإنه يوجد بجال تتحقق فيه: 0 غد-2)# . مثلا: 
0< ()ه . نحصل عندما نقسم (1) على ۵)« » على: 


۵) 4 ع '(۵) [1n u‏ = ا 





او 1n u(t) = | amar+c‏ 
بوضع ٤= ٤‏ نحصل على 0 ؛ في الختام يأتي بعد التخلص من 
اللوغاريتات : 1 ْ 
ايو (2) 
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يكن التأكد مباشرة ان (2) يمثل بالفعل حلا للمعادلة (1) لا يتعلق 
الآن باشارة ۵)«: . نلاحظ ان الحل (2) معرف من اجل كل 
0 ,ه] (ولا ينعدم في اية نقطة إن كان ±0 م ). إذن فإن 
المعادلة (1) تقبل الحل (2) الذي يحقق الشرط الابتدائى من = (,2) ها.. 
اذا كان ۵) 4 = 4 ثابتا فإن الحل (2) يأخذ شكلا قا 500 
ولا u (1) = et¬ to)‏ (3) 

13 31 نعود الى المعادلة: 


)1( u (9 = ه‎ )۵ u © (a >> : >> b) 


ونفرض هذه المرة ان )»= تابع شعاعي قيمة في فضاء باناخي 8 ؛ كا 
نفرض ان العامل 4)9 مؤثر خطي مستمر يطبق. من اجل كل 
7 .8ه . الفضاء 8 في نفسه وأنه يتعلق باستمرار بالوسيط ٤‏ . إن 
استدلال 21.13 غير صالح هنا لأن القسمة على ۵): تفقد معناها. 
ورغم ذلك يتبين اننا نستطيع اعطاء معنى سلم الى النتيجتين 13. 21 (2 ) 
و(3). 

نفرض في البداية ان المؤثر 4 > 0) 4 لا يتعلق ب #2 . سندرس 
الحالة العامة في 13. 91. 


نعتبر e(t-to)A‏ كتابع للمؤثر 4 بمفهوم 02 ج: 


oo 

1-107 ۳ 

ته سا ورو 5 
n=0‏ 


إن هذا التابع معرف من اجل كل ٤‏ حقيقي ويأخذ قيمة في الفضاء 
(8) 1 المؤلف من المؤثرات الخطية المحدودة في 8 . يمكن اشتقاق السلسلة 
(2) حداً حداً بالنسبة ل ١‏ (66.12)., يعطينا ذلك: 


0 ټ‎ 
(t-to) A — r (t—to)1 An 
dt ° 9 2 - 


tt‏ پا 
460-14 — 1 


n= 


: : 0 
نستخلص عندئذ ان: (۵) 4(-٣)م‏ = ۵) u‏ حل بالفعل للمعادلة 
(1). من اجل : ا = ٤‏ يعطى هذا الحل الشعاع ل؛) uw‏ = هه . وهكذاء 


174 


من اجل (#)«: معلوم. لدينا حل للمعادلة التجانسة (1) يكتب على 
الشكل : ٠‏ 
e-0 ۵ u ٤١‏ = (غ) uw‏ (3) 
للبرهان على وحدانية الحل المحصل عليه نثبت التوطئة التالية : 
توطئة. إذا كان () 8 تابعا مؤثريا قابلا للإشتقاق بقوة (اي اذا 
عقت بيو م 461٣-٨٩‏ بو #۵02 من اجل کل 
3< ) وكان () # تابعاً شعاعياً قابلا للإشتقاق فإن التابع الشعاعي : 

) ۾ ۵) 8 = 2١1)‏ يقبل ايضا الاشتقاق ولدينا: 

(Dz ( + 8" )۵ « )۵‏ 8 = ( ل 

البرهان . لدينا :. 5 (Dz‏ -۵خ1 0 »۵۵ ھ 


وم ® 2140-8 ELA‏ مو بم و 

إن الحد الاول في الطرف الاين يؤول الى () 2 ۵) 8 عندما 
۵۲+0 (47.12. ر ‏ س) اما الحد الثاني فيؤول الى ()۵:2) '8 
ومنه تأتي التوطئة. . 

نبرهن الآن ان (3) حل وحيد للمعادلة(1) عندما تكون القيمة 

(0) ا معلومة. ليكن (9)» حلا كيفيا للمعادلة (1) حيث (1) 
القيمة ‏ () »ا معلومة. ندخل تابعا جديدا مجهولا () ا بواسطة 
العلاقة ۵) سدقم = ۵) u‏ ازوق الا تفا 

)1( وسھهمسناعه ‏ )ان . بنقل )#2 في المعادلة (1) 
وباستخدام التوطئة نحصل على: 

() و۸ «ا-لاوھ ‏ )£( او et) A‏ ې (۵) ررح u" (t) = Ae(t-to)‏ 
ومنه: 
0= () اس 4 سناع 

بالضرب في 02-06-04 فصل على 0=() ان . ينتج من ذلك : 

۷ )۵( سح‎ ۷ )٤١( =  )٤١ 
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وبالتالي فإن الحل (): يكتب على الشكل (3)» وهو المطلوب. 
3 .41 . كيف سيكون الحل 31.13 في حالة فضاء حقيقي بعده ” ؟ 
للإختصار» نضع 0 = م . نختار في الفضاء ,11 اساساً ده ,... ,© . 
ننشر التابع الشعاعي () = وفق هذا الاساس؛ ليكن: 

)٤( eR‏ لا څک دن 
فإن: 

)مه ل ع 0ل 
والمعادلة الشعاعية 1(21.13) تكتب على شكل جملة معادلات سلمية: 


0 
1 ا‎ = Qal )2( F . . . Cntr () 


(1) DN ND 


n) = anıl )2( حل‎ ... + dnnln (t) 





مه یس په 


بواسطة مصفوفة حقيقية ثابتة || بره || = 4. الحل هو نتيجة تطبيق 
المؤثر هام على الشعاع الابتدائي (0) ما = وا 

يتبين ان الحل المطلوب يمكن كتابته على شكل صريح وبسيط في خالة 
اختيارنا للاشعة الابتدائية ۰« اشعة اساس جورداني للمصفوفة 4 (71.12 
- س). ندخل فیا يتعلق بمثل هذه الاشعة الرموز التالية: 
أ( نرمز لشعاع الاساس الموصول بخانة جوردانيه مؤلفة من عنصر واحد 
لالم به ۍا. 
ب . نرمز لاشعة الاساس الموصولة بخانة جوردنية »<ا” 

0 
(2) 2 
1 

( بة حقيقي) ب ...٠إ‏ . ونرمز لشعاعي الاساس 

الموصولين بخانة (2«2): 


م 0 
رك +رمدية ,ا 


321 aj 


(3) 
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ب. را » رم » اخيرا نرمز لأشعة الاساس الموصولة بخانة 


... 0 1 ره - ره 

T1 oj 0 1 و‎ 

)4( O) —Tj 0. 
2 Of e“ 


هه ه ه ه ه ه ه ه وريه 


8 بدن : .. نر hj,‏ . نذكر ان الاعداد 3 تمثل في في كل 
الحالات المعتبرة جذور العادلة المميزة. 


ب 


din‏ .ه... 412 بلح ووه 

dan -0‏ ... ووه 021 
هه هه ها اه ه ده هوه هاه وده 
ana ... ann‏ 61 


حيث ره و ,> اعداد تمثل على التوالي الاجزاء الحقيقية والاجزاء الخيالية 
للجذور العقدية لهذه المعادلة (12. 71 - س). 

إن كل خانة من المصفوفة الجوردانية تعرف فضاء جزئيا لا متغير 
للمؤثر (بعده 1 .ص 2 27 على التوالي). إذا طبقنا المؤثر ‏ 4'م عل 
شعاع من هذا الفضاء الجزئي يعطينا شعاعا آخرا من نفس الفضاء 
الجزئي . نرمز للحلول التي توافق الاشعة الابتدائية 
٤ ) fp fis hy Ep hj £;‏ وله. ,با اې ( على التوالي -- 
© يم ۵۰) fj (0, Ry )۵۰ e, (D, Rj‏ ,ارا 
يرد المؤثر ٤ A‏ الفضاء اللامتغير الوحيد البعد المولد من الشعاع fj‏ 3 الى 
الضرب في رة ويرد المؤثر ٨ه‏ الى الضرب في له . نستنتج من 





17 
و =0 ر1 (5) 
فما يخص بالفضاء اللامتغير ذي ” بعدا الموافق للخانة الجوردانية (2) 
لديئا  91.12(‏ ر): عه ٢‏ سا رشي الث 
ب ی ې له هلس 
اق ۷ 50000 شو وو 


ان 6 راه (ع) 8 
e ÊL), .‏ قر شاه -۵) Ê‏ 


نص اجر و شوه د EL‏ 


a 


m Ag 


ج. لدينا بخصوص الخانة الجوردانية (2x2)‏ الواردة في (3): 
—sintT‏ 600817 
sin ۴ 005 tT‏ 


!کي ے هال 














وهذا حسب (91.12 نه ط). وبالتالي : 
{sin ٤۳۰٤٢7‏ رط [cos 2١‏ 51م ع )( ړا 
(ر٤ cos ٤۰٠‏ ې رط .2 =e [— sin‏ )( رع ! 7 


د . لدينا  91.12(‏ ط) بخصوص الخانة الجوردانية (4): 
م751 25 1008 IT —sin tT‏ ووه 
.0“ 25 #2608 75 608/7 28 مزع 
ه. #8 سلف - ( 2و0 
sin tr COST ...‏ 1 !کي هام 
COST —sintt‏ .. 
Sİn fT COS tT‏ ... 


h} ()=e®' [cos tt.h} {sin 1 
!لا ہے 6( ع‎ [—sin tt.h} + cos او‎ 


هه ه ه« o‏ ه ه ه ه ه ه ه ه ه ه ه ه ه ه ه هوه ه ه مه 


171-1 9 ۹ 
سا 2٥6‏ 
,ړوی tt.hj' -Fsin‏ ووه لك ... (8) 





(cos rth} +-sin tê g}) عل‎ ۰ 


tm~1 
gj )) كمع‎ [Tî 51 — sin 2.15 Leos tte) مك‎ 


رو (sin thf cos‏ .. 
3 .51 . كنا انشانا ” حلا خاصة ومختلفة للمعادلة 13 .1(21) في الفضاء 
Fn‏ وهى توافق » شعاعا من اساس جورداني للمصفوفة 4 باعتبارها أشعة 
ابتدائية. ان کل حل من هذه الحلول» البالغ عددها سه يمثل ضمن اساس 
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الانطلاق به ...به الذي تأخذ المعادلة 1(21.13) بالنسبة اليه 
شكل الجملة 13 .1(41)» بواسطة * تابعا سلمياً( احداثيات). ليكن مثلا : 
jk )١( eR‏ 2 حدل) رع (tek,‏ پره لا ع () jk )۵( ek, hj‏ 022 7 
يم 


1 = د‎ jg () ek, ح-۵)ژ۸‎ 2 jg () ek, برقم 2 )و‎ (4) ek 


f= حرط ,عورد لا‎ J ojkea, درم‎ 2J JR 
1 = مأ لا‎ hj وم لا = زه په لا ع‎ RR 
: لدينا‎ 
71 At 
رال )ړا‎ ٥ لا‎ uye = په ( ره لا‎ 
: ومنه‎ 


(1) un () =e", 


نحصل بطريقة مائلة عل: 


Ay 181 
) 2( u, ()=e دو و سا‎ (٢ 


2 
0 )1( =e" [cos هلد دورس‎ tytn], ۱ 
ڑم ے )ړم‎ [—sin يرزه مغر‎ 65۹ wy], 
شت ۸ وب‎ 7٢ 
يذه‎ )١ =e / [err (cos Tytevk, sin Tgjtewjp) عل‎ 
(4) 
... ٢ )۶8 دسي‎ ryt) | , 


wy ()(=e ان‎ ‘r م‎ (—sin tjtev}y ومن ې‎ Tgtew}y) ٠ 
ع‎ 


...- + )— sin yy . 


3 .61 . يمكن استخدام الدساتير 5(41.31)-(8) في دراسة المنحنيات 

ا u = u(t)‏ وسلوكها المقارلي لا مه ٤+‏ . پستحسن استعمال 

٠‏ التفسير الحركى 11.13 - د. 

أ . بخصوص شعاع ابتدائي من النمط را (41.13 - أ) فإن الحل 
2) را يساوي اما الشعاع الثابت ر الما 0= رة واما شعاعا يبتعد عن 
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الصفر وفق القانون الاسي (لما هه ) على طول الحور رر لا 
کل 0<<رة » واما شعاعا يقترب من الصفر وفق نفس القانون على طول 
نفس المحور لما 0> رة 
ب . و ان الشعاع الابتدائي من النوع # اي انه احد اشعة الاساس 
لفضاء جزئي لا متغير بعده ” موصول بخانة جوردانية 13 .2(41). اذا 
استعملنا الدستور الموافق له في 13 0 نحصل على الحل: 
اه ور و [r + a‏ =0 1 
نرى ان نصف القطر الشعاعي للمتحنى التكاملي الموافق له» وهو الشعاع 
الذي يطابق في اللحظة الابتدائية الشعاع 4 يكسب مع الزمن 
الاحداثيات فإن المركبة وفق الاشعة ۰۰-۰١‏ ا بحيث لما يصبح 
* كبيرا بكفاية فإن المركبة وفق الشعاع زا تصبح هي المسيطرة. إذا 
كان 0<ردء 1< فإن المنحنى يبتعد. من اجل ته جه . من مصدر 
الاحدائیات ويصبح مماسه ( نرى ذلك بالإشتقاق) في النهاية موازيا للشعاع 
من اجل 0= ر1 فإن سرعة النقطة المتحركة التي تبتعد عن مصدر 
د تتغير وفق قانون المنحنى يقترب» لما » +1 » من مصدر 
الاحداثيات؛ لما كانت المركبة وفق بالقدر الذي نريد. راسه في مصدر 
الاحداثيات وحوره موجه على طول 7 ؛ يعني ذلك ان الموقع النهائي 
لماسة يطابق الماس للشعاع زا . 
ج. نفرض ان الشعاع الابتدائي 00)» شعاع ره أو ره في فضاء جزئي 
لا متغير. بعده 2 : .#8 » يوافق خانة جوردانية (2:2) كنا اعتبرناها في 
(41.13 - ج). تبين حينئذ الدساتير 7(41.13) ان الحل ()« يرمم في 
المستوى 82 : 
فظفا ناقصنا متمركز في مصدر الاحداثيات ان كان 0 ره . 
لولبا يبتعد عن المصدر إن كان 0<ره . 
لوليا يقترب من مصدر الاحداثيات ويؤول الى المصدر لما تهج إن 
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کان 0> ره . 
د . نفرض ان الشعاع الابتدائي )«: شعاعا من الاشعة ژ۸ أو #م 
في فضاء جزئى لا متغير بعده 2٥‏ : + يوافق خانة جوردانية نعدها 

م × 2 (المشار اليها في 41.13 د). عندئذ يرسم الحل )2 في 
الفضاء سه#/ )واحر من المنحنيين التاليين: 
لولبا يبتعد عن المصدر مماسه يؤول الى موازاة» لما » ++ » مستوى اولى. 
ثنائية من اشعة الاساس» ذلك إن كان 0< ره . 

لولبا يقترب من مصدر الاحداثيات ويؤول اليه لا مه ٤+‏ » ويصبح 

ماسا لمستوى اولي ثنائية من اشعة الاساس. ذلك إن كان 0> ره . 
ر. في الحالة العامة التي يكون فيها للشعاع 0): عدة مركبات وفق 
اشعة اساس جورداني. فإن الحركة الموافقة له هي المجموع المندسي 


للحركات المعبرة. 
3 . يکن كتابة معادلة سلمیة خطية من الرتبة 
۵) حي )مه ...ې ۵) )2( رمح ) ار (1) 
على شكل جلة من الرتبة الاولى بوضع 
un )2(‏ = ه) yD‏ ,... ,(2) ونع ۵) =u, (Û), y'‏ )ال (2) 
بهذا التعويض لدينا : 


u )( = و1‎ (t), 
( 3 ) ولا‎ (£) = us (£), 


وي يه يو ه ي ه ه ي ه ه ه ي ده ي « ي دي ي ي ء في ده د 


Un 5‏ )( وه ... + (2) هلا (۵) يه ۰ (2) u,‏ () يه = (2) uf‏ 


وبالعكس» فإن كل حل. ‏ (۵)ما....,()س) للجملة (3) 
يسمح بتعيين تابع )یم = J )١(‏ ومشتقاته حسب الدساتير (2 )؛ تبين 
المعادلة الاخيرة (3) ان التابع 9) ن يحقق المعادلة (1). 

n ¢... ¢ حبث په‎ ( an (f) = په‎ ¢... ¢ a, (f) = بوضع به‎ 
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ثوابت) نطبق النتائج 41.13. إن لمصفوفة المؤثر ۸ شكلات خاصالا 
0 °0 ...0 1 0 
1 0 0 
E‏ 
1 0 . 0 0 0 
da 68 ... 0-1 dn 1‏ 21 


ليكن رس لا =/ شعاعا ذاتيا للمؤثر ۸ يوافق قيمة ذاتية ۸ . لدينا 
صا 
Afl=f‏ او ضمن الاحداثيات «ة eo,‏ 5 


b=, 
دچ وځ‎ 


051 -|- ووه‎ aga +... + anğn = Ağrı 
بوضع 1 بجد على التوالي:‎ 
,لوغ‎ B=, ورک وغ‎ ..., Ën = 1 
(4) 120110111 1 1ل‎ = An, 
انها المعادلة المميزة للمعادلة (1 )؛ ننتقل من الثانية الى الاولى بتعويض‎ 
.) ۸٩ج فاو اب ۸8 ( چدېى..,0,1‎ 
.)4( وهكذا فإن الجذور المميزة للمصفوفة 4 جذور للمعادلة المميزة‎ 
م إن كل شعاع موصول بقيمة ذاتية ۸ على استقامة واحدة مع الشعاع‎ 
دمو ,... 1,۸1 ) وبالتالي فهو معرف بطريقة وحيدة‎ ) 
(بتقدير الاستقامة الواحدة). إذن نرى في الحالة التى يكون فيها ۸ جذرا‎ 
سطراً و"‎ ٧ تضاعفه " » بروز خانة جوردانية حقيقية او عقدية ذات‎ 
عمودا (بعنارة اخری. فإن اسس ( جمع اس) قوى القوائم الاولية تساوي‎ 
4 في هذه الحالة مضاعفات الجذور» وكثير الحدود الاصغرى للمصفوفة‎ 
).]6 يطابق كثير حدودها المميز [14؛ الفصل‎ 
.)3( طبقاً ل 41.13.13 يمكن كتابة ” حلا خاصة ومختلفة للجملة‎ 
على الكتابة بصراحة اولى مركبات هذه الحلول وهذا نظرا لكون المطلوب‎ 
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منا هو بالذات المركبة الاولى '۵0) J‏ 35 )هت حسب الدساتير (2): 


ارو = ۵) ور )٤(‏ 
وهذا من اجل كل جذر حقيقى بسيط با ؛ 
8-1 اړو 
٧و‏ ,1ه 1 ون 1 rrr‏ 1 ع () u}‏ )6( 


وهذا من اجل كل جذر حقيقى رة تضاعفه ” ؛ 
j1 SID Tt],‏ ورج cos‏ وره =e’‏ )( ره ! )7 


Tjt],‏ ومع (=e [— ug sin Tyt Fwy,‏ زم 


3 وهذا من اجل كل جذر سيط عقدي ر + ر0 = و۸‎ 
Oy ر‎ 
vj ($) =e 1 ات چېا‎ cos Tjt رم‎ Sin tj) عل‎ ... 
.. (vj cos Tt Fw} sin )رٹ‎ |, sSj=1, ..., mj, 
(8) ا‎ 
j 2 
زم‎ ()=e [gt sin Tjt ې‎ w} COS Tj) -.. 


... (sin وې له‎ cos yt) |, ,زو‎ ..., my, 
. وهذا من اجل كل جذر عقدي ,ا + ره = رة تضاعفه رز"‎ 
عندما نعوض الحلول المحصل عليها ببعض عباراتها الخطية فاننا‎ 81. 3 
: « نتمكن من الاشارة الى الحلول التالية البالغ عددها‎ 
. أ ) لدينا الحل ۷ه من اجل جذر حقيقي بسيط ره‎ 
ب) من اجل كل جذر حقيقي ره تضاعفه ۳ لدينا #7 حلا:‎ 
ارب‎ te, ES ره‎ 
» ج) من اجل كل ثنائية جذرين عقديين بسطن ( رمعدرة‎ 
لدنا حلان:‎ 0 


., #و6 ره 
e J sinTtyt‏ ,نر 005 ٥ه‏ 


: د) من اجل كل ثنائية جذرين عقديين تضاعفها ” لدينا 2 حلا‎ 
1 , ١ : 
e" costyt, ei sin yt, tei’ cos tt, te i' sin EE 


6» رم‎ 
ى,‎ [mole JF cos متحمع رعرع‎ J sin از‎ 
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3 .9 . نتناول الآن الحالة العامة التى يكون فها المؤثر )4 في 
المعادلة : 1 
A()u() (a <<)‏ - ۵) لس 


)1( 


3 ).: ٌ 
>4 )شا 
۸0 كم = u (t)‏ 
:اس 2 ۱ a : ۸. a»‏ سي 
نستطيع بطبيعة الحال تشكيل المؤثر >4( ] =( W‏ ثم العبارة: 
: 10 
dr‏ )۸ 
u (to) = eW )© u (to)‏ هان 


لكنها عموما ليست حلا للمعادلة (1). ذلك اننا اذا حاولنا اشتقاق 
العبارة 69 بالنسبة ل / فإننا نواجه الصعوبة التالية: يصبح من غير 
الممكن استخدام المساواة 
)٤۰ Hh)‏ قالع ۵) eW )0-۸ ۸ (ti; FR) — gW‏ 
لتحويل الفرق: 
eW (HHR) -- eW )9 — gW (HRA (t; HR) - eW (D‏ 

حيث (1+۸ :;) ۸ يرمز للقيمة المتوسطة للمؤثر )4 من اجل 

٤+ ۸(3 >‏ :) لأن العلاقة 8مهم ب هجهم القائمة من اجل 
ؤثرين 4 و 8 يتبادلان فیا بينهها لا تقوم عموما عندما لا يتبادل ۸ و 
8. إن المؤثرين )۷۷ و (۶ + ۲ :) ۸ لا يتبادلان في الحالة العامة إذن 
فإن مشتق 7۵ء ليس عموما مساوياً ل 090")0 


على الرغم من ذلك يكن اعتبار العبارة (2)» بمعنى معين» كحل 
للمعادلة (1). ندخل الآن مفهوم التكامل الضربي. 


لتكن S.۰. Sh = 1t)‏ ون عد ئک <o‏ ,1 ع 4) I=‏ تجزئة 
للمجال #ع> ؟ جه نقاطها المعلمة 4 En‏ ۰ لوق . نشكل المؤثر: 
: ففوځاځي.. وشنو gA(ên-DAtn-ıgA(ğn‏ (3) ش 


إذا تبادلت المؤثرات (» ومن أجل > مختلفة, يمكننا وضع هذا المؤثر 
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على الشكل : 
و- 1 8ل-مع) (۵/٧...‏ وڅ )شي 
تؤول العبارة الاخيرة الى النهاية د لما 
d (I) = max At, > 0‏ . لكننا رأينا ان هذا المؤثر. ا لا تتبادل 
(4)5 » لا يمثل حلا للمعادلة (1). يتبين, في حالة عدم تبادل )4 » 
ان الحل يمكن تمثيله بالمؤثر المحصل عليه من (3) بجعل 8ه يسعى 
الى 0 (راجم التمرين 16). نرمز هذا المؤثر النهاية ب: 


)4( A(t)dt 


o 
1 ويسمى التكامل الضربي.‎ 
نستطيع » بتقدير لامتناهيات في الصغر من رتب عالية» كتابة:‎ 
ره (رع) ۸ 1 راش‎ 
ونستطيع البرهان (التمرين 14) على ان نفس النهاية (4) نحصل عليها‎ 
بالانطلاق من الجداءات:‎ 
[14-A (وسمة)‎ Ağn-ı] ]]+ A (ومځ)‎ AËn-s] ... 1۵ (Eo) Abu] 


لهذا السبب نرمز احيانا للتکامل الضربي ب: 
رم ووا 

يمكن استعال التكاملات الضربية في تقديرات الحلول. إلا ان مجال 
تطبيقاتها » بالمقارنة مع النظرية العام للوجود» ليس ذا اهمية؛ وعليه لا 
نقدم هنا البراهين على القضايا الواردة. 

8 2.13. نظرية النقطة الصامدة. 

نعتبر في بقية هذا الفصل النظريات الاساسية حول وجود ووحدانية 
حلول العادلات التفاضلية المعتادة. تعتمد كل هذه النظريات على مبد؟ 
هند سي هام في التحليل يسمى مبدأ النقطة الصامدة. ٠‏ 
3 . لتكن 74 جموعة و 4 تطبيقاً من هذه المجوعة في نفسها. اي 
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قانونا يصل کل نقطة 1737 بنقطة (2) د-۷ 24 


تعريف. تسمى كل نقطة 7432 يوا التطبيق 4 الى نفسه. أي 
# ح (2) 4 نقطة صامدة للتطبيق 4 . 

وهكذا إذا تعلق الامر بتطبيق من قرص مستو في نفسه يصل كل 
نقطة بنقطة اخرى وفق دوران حول المركز زاويته 90 درجة» فإن النقطة 
الصامدة الوحيدة هو مركز القرص. اذا كان التطبيق السابق هو التشابه 
الذي مركزه 0 ونسبته 1:2 متبوعا بانسحاب حتى ملامسة الدائرة الاولی 
(الرسم 3.13) فإن نقطة الټاس 7 نقطة صامدة (على الرغم من إنها ليست 
كذلك بالنسبة للتشابة ولا بالنسبة للانسحاب. المهم هو النتيجة ولیس 

يقة الوصول اليها). اما اذا تعلق الامر بتطبيق من دائرة في نفسها 
بواسطة دوران زاويته 90 درجة فإنه لا يقبل نقطة صامدة. 





الرسم 3.13 
من المفيد ایحاد شروط عامة ( كافية) لوجود نقاط صامدة. نعرض هنا 
واحدة من ابسط النظريات التي تضمن, تحت بعض الشروط على المجموعة 
4 والتطبيق 4 . وجود ووحدانية النقطة الصامدة. 


3 .22 . نفرض ان 11 فضاء متري. 
تعريف . نقول عن تطبيق 4 من الفضاء المتري 11 في نفسه إنه مقلص اذا 
وجد ثابت 0 . 1 > 0 > 0 بحيث تتحقق المتراجحة التالية من اجل كل 
نقطتن ن و 2 في الفضاء N‏ . 

)2 ,#) م6 >> ((2) A‏ ,(#) 4( م 
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نظرية . (مبدأ النقطة الصامدة لبيكار (516854) وباناخ). يقبل کل 
تطبيق مقلص 4 من فضاء متري تام 11 في نفسه نقطة ثابتة وحيدة. 
البرهان. ننشىء انطلاقاً من نقطة كيفية 25 6 0 متتالية نقاط: 

۰ و(ون) "4 = (رينه) 4 = م2 له 80 (وند) له = ونت ,(0ه) 4 = 2 
إن هذه المتتالية كوشية في ¥ . 

ذلك انه لدينا من اجل کل 4< ” . 


< ((وند) 471 (zo),‏ "4 ) م = (Zn, n4)‏ م 
لرل (Zo,‏ م0 < (zo), 4" (zo))‏ 4-1 ) م0 < 


إذن: 
چک (Znrp-1, n+p)‏ محل ... + (Fn Tne)‏ م حل (Zn, Tn)‏ م >> (Zn, n+p)‏ 0 
>( وند) م 0P7‏ ب ...+ 01 + 0[ جه 
gn‏ 
(Zo, 2) = TP (o, 24):‏ م )... + 05 ٢0-٢‏ 1( "0< )1( 


تصبح هذه الكمية صغيرة بشكل اختياري عندما يكون # كبيرا بكفاية با 
ان ۷ تام فإن النهاية التالية موجودة: 


z= lim zn € M 
مج114‎ 


لنثبت ان # نقطة صامدة. لدينا من أجل 1< « . 
0 ج Zn-1)‏ 2 م0 < Zn) 2:8 (4 (2z), 4 (Zn-4))‏ ,)=( 4( م 


A (x) = lim Zn =z 


وبالتالي فإن # نقطة صامدة بالفعل. 


هاه * 


نفرض وجود نقطة صامدة ثانية 1 : هع )z(‏ 4 و ين ع (غ)4 . 


۶ 


عندند : 
( ,#) م0 >> ((ل) 4 ,(ت) 4 ) م = (ل )z,‏ م 


اذا کان: 0 0ل ,)م يمكننا تقس المساواة على (#,#)م فنصل الى 
التناقض 1 > 6 > 1 . وبالتالي 0 = ( ,) م اي ر = د ولا توجد نقطة 
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صامدة غير # . انتهى برهان النظرية. 
3 32 . النقاط الصامدة لتطبيقين مقلصين . نقول عن تطبيقين 
(ښ) 4 و () 8 من فضاء متري ]1 في نفسه انهها - متدانيين اذا 
تحققت المتراجحة التالية من اجل کل 7 213 
© ع> (() 8 ,(8) (A‏ م ش 

توطئة. لیکن (و) 4 و (8)7 تطبيقين مقلصين في فضاء متري تام 11 

)2 ,ډ) م 04 < ))2( 4 ,(ز) 4) م « )2 (Y,‏ م و0 >> ))2( 8 (y),‏ 8) م 
حيث1 > 104 > و6 » وليكن (88 ,م6) #قس = 0 . اذا كان 
التطبيقان 4 و 8 - متدانين فإن المسافة التى تفصل نقطتيها الصامدتين 
لا تتجاوز (0 - 8/)1. 1 
البرهان. لتكن 80 نقطة صامدة للتطبيق 4 . يكن الحصول على النقطة 
الصادمة 20 للتطبيق 8 حسب الانشاء 22.13ء وهذا باعتبارها نهاية 
المتتالية ...)8 ,(0) 1.8 . بفضل المتراجحة 13 .1(22) 


وك > (() 8 (vo),‏ 4( م ېې ((وڼ) (u, B‏ م وش > ((وټ) "8 (lo,‏ م 


عندما ننتقل الى النهاية هجم تحصا على : 
حل > (مة (o,‏ م 

وهو المطلوب. 

8 3.13. وجود ووحدانية حل معادلة تفاضلية ف فضاء 
3 .13 . لیکن 2 فضاء باناخى و (#,/#):09 تطبيقا من الفضاء 8 في 
نفسه يتعلق بوسيط حقيقى غ » 2>>8>ه»ه . لیکن ۵)« تابعا 
شعاعيا قابلا للاشتقاق معرفا على نفس المجال >> + >> © وقيمة في 
نفس الفضاء 8 . إذا عوضنا في التابع (2 ,4) © المتغير 2 83 بالتابع 
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الشعاعي () » فصل على تابع شعاعي جديد )»:0۱ قيمة في 
الفضاء 8 . معرف من اجل 3اۀ ,به] . 
نريد حل العادلة التفاضلية: 
[t, u )©[‏ © = ) یه 1 (1) 
مع الشرط الابتدائي : 0 
قم u (to) = lo, a<to <b,‏ )2( 
إن البحث عن حل للمعادلة التفاضلية (1) مع الشرط الابتدائي (2) 
بعد» البحث عن حل للمعادلة التكاملية : 
dr‏ [() ند O (r,‏ | امن u (f)‏ (3) 
0 
لان (3) تأتي من (1) و (2) بالمكاملة من الى ٤‏ » ويأتي (2) 
من (3) بالتعويض ه٤‏ = ٤‏ » ونحصل على (1) من (3) بالاشتقاق بالنسبة 
ل #: وهكذا ترد المسألة الى البحث عِنْ نقطة صامدة للتطبيق : 
2 
de‏ [() بت Û ® (r,‏ دمن > (() عاك (4) 
fo‏ 
في الفضاء المؤلف من التوابع الشعاعية () 2 
3 .23 . سوف نطبق بطبيعة الحال مبدأ النقطة الصامدة لبيكار - باناخ. 
لأجل ذلك علينا اعتبار فضاء متري تام ١‏ وتطبيق مقلص 4 يليق بالمسالة. 
المطروحة. 
نختار ١‏ الفضاء المؤلف من كل التوابع الشعاعية المستمرة 0) 2 التي 
تنتمي قيمها الى 8 والمعرفة في جال-- ا٢‏ + ٤‏ ,۸ - م ؛ سنشير الى 
قيمة #۸ ادناه. نزود الفضاء 01 بالمسافة التالية: 1 


|| )6( وج --۵) ونت اا za (€)] e‏ ,(ځ) [zı‏ م 
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ان الفضاء المتري .11 المحصل عليه بهذه الطريقة فضاء متري (12. 32 - 
ف). 

3 .33 . يجب أن يكون التطبيق 4 من الفضاء ١‏ في نفسه. معطى بالدستور 
3 . لنوضح الشروط التي يحب فرضها على التابع (2 ,#) © لكي يكون 
تعريف التطبيق 4 سلما . بصفة خاصة » نفرض ان التطبيق (# ,#) © مستمر 
بالنسبة لمجموعة المتغيرين £ و 2 ؛ يعني ذلك ان من اجل كل بأ واه و 


۵ 





ب٠‎ 


تسه || لون (ts,‏ ف - (ينه ,#) © || عندما يک ون 6-ے || وه يد ||ء 
8 > | را - .8 | . بهذا الفرض » يكون التابع الشعاعي (۸) 2 )٤‏ © 
مستمراً بالنسبة ل + مها كان التابع المستمر )۶ . لذلك نضع من اجل كل 


0 )ر وج لد (© ,7 2) 8 = 6 


و و 0 E>‏ معلومين # = (#) 2 ونبحث عن 6<0 بحيث 
z2) || > 8‏ ,وة) © - زيم ,:1) © || ععندما 6 > زاوم ع يه cll‏ 


٠‏ #8 | ا - | .ثم نبحث عن 0 < ,8 بحيث ,8 >> | و1 - إ٤‏ | يستلزم 

المتراجحة 8 > || !) نه - () * || . عندئذ. مناجل 

te | <‏ دخ | ع لدينا : 6 > || ((و#) 2 O (to,‏ - ((وځ) 2 (ty,‏ © | 

3 .43 . ثم لكي يتحقق فرض النقطة الصامدة ( 4 تطبيق مقلص) نفرض 

ان التابع (6,2) © يحقق شرط ليبشيتز وهو: يوجد ثابت © بحيث: 
zs ||‏ په || © >> || وه )٤‏ © — زه ځ) ٥٥‏ (1) 

وهذا من اجل كل عنصرين ب# و وله في 8. 

لنبين ان التطبيق 4(13.13) مقلص. على الاقل. من اجل #۸ صغير 

بكفاية ضمن الشروط المذكورة. لدينا بالفعل» من اجل كل نقطتين من 

الفضاء N‏ اي تابعين شعاعيين () ۸# و )ال معرفن على 

(# + مخ ,۸ - م#] ومستمرين: 


(2) م‎ (4 [z (t)], A [y )2([( د دو‎ || 4 [z (01 — A4 [y )(( || ع‎ 


190 


5 
(O (r, « ())— ® (r, y (<))} ar || >‏ ا || max‏ = 
())—O (ê, y ()) || >>‏ د max, O (f,‏ > 
()—y )١( || = Che (#, y),‏ هال <Ch E‏ 
حتى يكون التطبيق مقلصا يكفي اختيار ۸ < /1. 
3 .53. من حقنا الآن تطبيق مبدأ النقطة الصامدة للبرهان على وجود 
ووحدانية حل المعادلة 1(13.13) مع الشرط الابتدائي 2(13.13). إن 
هذا الحل معرف الآن فقط على [۸ + ما ,8 - 120 لكنه من الممكن 
بتطبيق النتيجة المثبتة بصفة متوالية» ان نمدد هذا الحل ليكون معرفا على 
كل المجال [ز ,ه۱ . يتم ذلك بتثبين القيمة (2/)36 = م وتطبيق النظرية 
المبرهنة على نفس العادلة التفاضلية 1(13.13) باعتبار الشرط الابتدائي. 
=to +h, u* (tı) = u(t)‏ وخ 
حيث (1) u‏ هي قيمة اځل المشيد على [to — 8, to + h}‏ 
عند با -#. نصل الى حل جديد )۴« معرف على المجال 
(م + #٢,‏ بب ولا . م إن وحدانية الحل تبين ان ()۶: و 
#) # متطابقان على الجزء المشتركة من ساحتي تعريفهبا يتعلق الامر اذن 
بحل. المعادلة 3(13.13) المعرفة على الجال [20 + ما ,۸ - م[ 
بمواصلة هذه العملية عدداً منتهياً من المرات نصل الى تعريف حل على كل 
المجال [5 ,۱ 
برهنا في الاخير على النظرية التالیة: 
نظرية. اذا کان التابع ( ,#) © معرفا من اجل > : >> » . 8 © نه 
ومستمرا بالنسبة لمجموعة المتغيرين ويتمتع على كل المجال ا >> ؛ >> ه 
بشرط ليبشيتز 1(43.13). فان المعادلة 13 .1(13) مع الشرط 2(13.13) 
يقبل حلا ۵)ه -# معرفا على كل المجال [16,5 وهو وحيد في . 
صف كل التوابع الشعاعية القابلة للإشتقاق 0) 2 . :8۱2 ها » 
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التي تأخذ قيمها في الفضاء 8 . 
3 .63. نشير الى الحالة التي يكون فيها التابع الشعاعي (2 ,1) © » من 
اجل كل :۵۱3 ,4] » يطبق فضاء جزئياً مغلقا مثبتا ات ,8 في نفسه» 
عندئذ إذا اخترنا شعاعا ابتدائيا #0 في نفس الفضاء الجزئي ,8 فإن 
ال الوافق له 0) ينتمي الى الفضاء الجزثي :8 من اجل كل 
4 .ها . ذلك اننا نستطيع في هذه الوضعية» من البداية اعتبار 
الفضاء الجزئي :7 بدل الفضاء 8 . نصل الى حل في الفضاء الجزئي .8 ؛ 
مراعاة نظرية الوحدانية فإنه لا يوجد في الفضاء 8 اي حل للمعادلة 
3 1) التي تحقق الشرط مس = وسوا ٠.‏ 
3 .73 الحل بصفته تابعا مستمرا للشعاع الابتدائي . نرمز هنا لحل 
المحادلة 1(13.13) مع الشر ط الابتدائي 3 )ب: 
u (t; fo, o)‏ . إنه تابع يصل كل شعاع 8 »6 مه بالشعاع 
#0 ,#0 ;)ا الذي يتعلق ب ,ا و + بصفتها وسيطن عددين . 
لنشبت» باعتبار فرض النظرية 53.13» من اجل ١‏ و + مشبتين» ان 
الشعاع (ہں ,ہ1 ;)س تابع مستمر لملا 
نعتبر التطبيقين: 
O [r, z(<)] dr‏ ا Az )2([ =uo+‏ , 
0 
dr‏ [(0) نه ,+] ® | = ]ا 


نقطتاه)| الصامدتان حلان للمعادلة 1(13.13) بالشعاعين الابتدائيين 
من و بس على التوالي. نلاحظ في الفضاء ١‏ المؤلف من التوابع الشعاعية 
#) 2 العرفة والمستمرة على [۸ ل م: ,8 - ,#2] 2 .> حيث 1/0 >> ۸ › 
انها تطبيقات مقلصة بنفس القيمة 1> 0# = 0 . إذا كان: 
ع > | ينه - ون | فان هذين التطبيقين ع (13. 32) اذن فان المسافة التي 
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تفصل نقطتها الصامدتين لا تتجاوزرق ‏ 4)/ءع . بعبارة اخرى. 


6 
پش لد بوك د # لو ره a‏ 


وهكذا اذا كان الفرق بين الحلين عند #0 = ا اصغر من ع فهو اصغر 
من  0(‏ 1)/ه في المجال: # >> | 20 .|١‏ اذا حولنا النقطة الابتدائية من 
2 الى # ې < بث نحصل» كا في 53.13. على امكانية تمديد الحل في 
المجال: 2۸ + 20 >> ۸+ 20 >> 420 ؛ بتكرار هذه العملية نرى ان انحراف 
الحلين في هذا المجال لا يتجاوز:(6 - 6/1 . نواصل العملية فنصل الى 





اة 
E‏ وچ أ )4 : 0 4-- u 0 o, o)‏ ۱ ته 
b—a‏ امن انه ها“ اأ 5 
يبا : 1 | m=‏ ؛ انتهى برهان القضية. 





3 .83 . المؤئرات الحالة. ليكن 8 ع منه شعاعا كيفيا و )»= حلا 
للمعادلة 1(13.13) مع الشرط مت = (20) «# كشرط ابتدائي. ان الشعاع 
)د = »ا معرف بطريقة وحيدة من اجل كل إن ,ه] ع : . إنه يتعلق 
ب ت وكذا ب طا وء . نشير لذلك کا يل: )ئځ 9- ()ن 


يرمز 9 هنا لتطبيق من الفضاء 18 في نفسه ويسمى مؤثرا حالا 
للمعادلة 1(13.13). 


وهكذا فإن المؤثر الحال للمعادلة الخطية المتجانسة () A»‏ = ۵) مه 


يكتب على الشكل (13.13): 


4 (1-10)م سد 5 
أ . يبين 73.13 ان المؤثئر © مستمر: اذا آلت متتاليةاشعة: 
uD, u, ..., um, ...‏ من الفضاء 8 الى شعاع «o‏ 
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فإن المتتالية الموافقة لها: (س) 21 = ضاي تؤول الى الشعاع 
وغا) ,© عد وما 

ب. من البهديبي انا =u‏ :)090 بحيث ان چت مؤثر 
ج. لنبرهن على المساواة: 

0ن = Of‏ (1) 
وهذا مها كان و fo, f,‏ في [5 ,هآ 

لیکن )uw(‏ 2‰ = با و (ښ)#وحیۍه .ان الشعاع پټ 

هو قيمة الحل () »ا للمعادلة 1(13.13) عند #2 -: وهو الحل الذي 
يأخذ القيمة مه« عند .: = + .اما الشعاع ږن فهو قيمة الحل, من اجل 
وغ دخ » الذي يأخذ القيمة :تا عند إا --# . بمراعاة وحدانية الحل 
نلاحظ ان هذين الحلين متطابقان. وهو ما يثبت (1). 
د. بوضع =4 في (1) جد ,2-90 ومنه يتبين أن 
المؤثر ۷هو يقبل القلب. 
ر. يكن ان نضع الساواة ()س(مم_ل0ليئك على الشكل: 


38 OQ, (u 
(2) ۱ل‎ A وښو‎ 








او: 





=A (t) 5 


(3) 
هذا مع فهم الرمز الاخير على ان المساواة 3 قان اجن كل 

عنصر اع وه 

3 .93. فرضنا ان التابع (ه,) © معرف من اجل كل (8,») ٤‏ 


و 68ج يمكن البرهان على وجود ووحدانية حل المعادلة 13 .1)13( في 
جواد نقطة #0 مع الشرط 13 .2(13 ) باعتبار افتراضات اضعف وهي : 
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يجب ان يكون التابع )# ,( © ا >> © ولا يحب 
ان يكون مستمرا ويحقق شرط ليبشيتز الآ ٢‏ 
={(rEB: || — uo ll <r).‏ ۷ 

في هذه الحالة» إذا کان # صغيراً بكفاية فإن المؤثر ۸ يحول كل تابع 
مستمر' )تد قيمة في الكرة 7 الى تابع قيمة في نفس الكرة. وبالتالي 
يمكن انجاز البرهان على وجود ووحدانية الحل بتعويض الفضاء المتري 
المؤلف من كل لتوابع )2 المستمرة على (ڼ + را ,۸ - مم] 
بالفضاء المتري N,‏ المؤلف من التوابع ()2 التي تأخذ قيمها في الكرة 
7 . الآ ان التابع المحصل عليه عموماً لا يقبل التمديد على كل المجال 
> 2 >> © . 

هناك وضعية مماثلة في الحالة التي يكون فيها التابع (ه ,)9 معرفاً 
ومستمراً من اجل و ے > 4ه . في كل الفضاء 8 , لکن الثابت © 
شرط ليبشيتز يتعلق بالمسافتين من مصدر الاحداثيات الى النقطتين 2:2 
وت بحيث اي شرط ليبشيتز يأخذ الشکل: 

|| O (f, zı) — © ,ة)‎ za) || > © )۳( || ين‎ — zs || 

وهذا مها كان په و يه في الكرة >> || 2||. ان الحل موجود 
هذه الحالة. کا هو الحال آنفاء ووحيد في جوار للقيمة [5 ,»] 206 » 
لكنه لا يقبل عموما التمديد حتى حافة المجال (ۀ ,ه] 


نعتبر على سبيل اشال العادلة نصحن)« على المجال 

1> :> 1 . إن طرفها الثاني مستمر من اجل كل ,268 ؛ لدينا: 
اوت وه | 2۳ > | ونه س ين | | يت دونه | = | په ون | 

وهذا مها كان بء و به في المجال .> 2! . إن الشكل الذي يأخذه 

حل العادلة المعطاة باعتبار الشرط الابتدائي ,م - )هد هو: 


2 أها 


.نم 


وهو لا يقبل التمديد على كل المجال 1> :> 1- ان كان 1< ۱۶۰١‏ 
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5 4.13. جل المعادلات الشعاعية 
14.3. لیکن 8 فضاء باناخى ولتكن « تابعاً: 
3n)‏ وه .۰ه ووه ,( Dn‏ و Tn),‏ وه ماه ووك O, (t,‏ 
يتعلق كل منها بوسيط حقيقي إن رى] ع1 وب * متغيرا 
په .۰ ملك ترسم 8 » يأخذ کل تابع (په ,... ,ينه ځ) »© قيمة في 
الفضاء 8 . نعتبر جملة المعادلات التفاضلية: 


7 (t) = DP, ۷ واا‎ ٠٠٠و‎ Un), 
و = 2( ولا‎ (f, Uy ٠٠۰و‎ Un): 


OOO Oca‏ سلا 


un () = Dn (f, Uy, ..«, Un) 
بالشروط الابتدائية:‎ 


OF ASKER روك زو مدا‎ EBES 
بطبيعة الحال نسمي حلا للجملة (1) بالشروط الابتدائية (2) كل‎ 
جلة توابع شعاعية هلا ,... ,)یلا معرفة من اجل ( > ا > ۾‎ 
.)2( تحقق كل معادلات الجملة (1) وكذا الشروط‎ 
يكون تابع (په ,... ,رتت ,#) + مستمرا بالنسبة لجموعة‎ 
المتغبرات: به ,... بيده ,ا اذا تمكنا من اجل كل مت ,. . . ,2:0 ئځ‎ 
و 0 <ء» من ايجاد عدد 0< ة8 بحيث تستلزم العلاقات.‎ 
|| > 8, || 8, ..., || من‎ — za || < 8 
٠ : المتراجحة‎ 
|| © (f لمت ,... ونت‎ O, (t, یه‎ n) || > 8 
ذلك هو تعريف الاستمرار نقول عن التابع (,ت ,.... ,بت )مه انه‎ 
0 يحقق شرط ليبشيتز . بالنسبة للمتغيرات به ,... 2:0 اذا وجد ثابت‎ 


ا بي س س 
(إ رمه رن || 2 zn) || SC‏ ,... وه zn) — Oa (f,‏ ,... وه Oa (t,‏ || 
در 
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مها كانت العناصر: ووهه وو وهو که ووه 6 
البالغ عددها «2 ,2 في الفضاء 8 . 
3 . لدينا النظرية التالية: 


نظرية. اذا كانت التوابع ( ,... ,رت ,) ,© مستمرة بالنسبة 
لجموعة التفرات بط ٠۰‏ #۸ ال وحقق شرط لببشيتدز بالنسبة 
للمتغرات په .... # فإن الجملة 1(14.13) بالشروط 2(14.13) 
تقبل حلا (#۵) ده ,... و(2) ب<) . وحيدا في صنف كل العناصر 

(zı (7), ..., Zn (0)‏ الى يمكن انشاؤها بواسطة التوابع الشعاعية 
القابلة للاشتقاق الآخذة قيمها في الفضاء 8 . 
البرهان . ننشىء فضاء شعاعيا نظيميا جديداً "8 المؤلف من العناصر 
(به ,... ي) = 2 المشكلة من « عنصرا تنتمي الى الفضاء 18 . تم 
العمليتان الخطيتان في الفضاء مړ احدائية: احدائيةاذا كان 
3n) € 5‏ د (n‏ =2 و 87 € JY = (Yu, ..., Yn)‏ فإن: 

Tn + Yn),‏ ار هه ty = (zy Ys,‏ نه 
٢‏ سا وه 06م az = (az,‏ 

تثبت الخاصيات اللازمة للعمليتين الخطتيين اللتين ادخلناههما آنفا انطلاقا من 
الخاصيات المناسبة ها الخاصة بالعمليتين الخطيتين في الفضاء 8 . ثم نختار في 
*8 النظم: 
ظ esll.‏ > > ااا )1( 
تستنتج الخاصيات اللازمة للنظيم في الفضاء ”8 . بسهولة» من الخاصيات 
المناسبة لها الخاصة بالنظم في الفضاء 8 . إن التقارب بالنظم (1) في الفضاء 
*8 هو التقازب بالنسبة لكل احداثية في الفضاء 8 . اخيراً . با ان الفضاء 
8 تام» نستطيع البرهان بسهولة على نفس الخاصية فیا يخص “8 أ 

يكن اعتبار جملة التوابع: 
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= DP, (t, DA, <, Tn), 
)2( Ja = PD» (t, وړك‎ <<, Tn), 


»® #» ه ه ه« ه ه ه ه ه ه ه د 


Yn = Pn ووه وځ)‎ ۰.<, n) 
كتابع واحد ري ) © = نس من الفضاء 87 في نفسه. لنثبت ان‎ 
الافتراضات الواردة اعلاه حول التوابع لېه ,... بوتت #) «© نستلزم‎ 
استمرار التابع (ه,) © بالنسبة لمجموعة المتغيرات وهي حقق شرط‎ 
ليبشيتز بالنسبة للمتغر« . من اجل په ...#3 03 <ع‎ 
معلومة» نبحث عن عدد 8 انطلاقا من شرط استمرار كل التوابع‎ 

(په ,... ,وت ,#) ۾ بحيث اذا كان: 

بق >> || ريه رن | 0 = || - || 

خيث وعارودة اود 2-5 إن 

|| OJ (f, Z1, ..., (م‎ ٤ کے || مه وه‎ 


ينتح من ذلك: 
9 - || (ه ,¢( 0-(ه ,( © ||| 


ع > || Tn)‏ نن ووه ,7 (وة ووه (t,‏ ره | رچ 
وبالتالي فإن التابع ( ,) © مستمر بالنسبة لمجموعة المتغيرات ثم ينتج 
من شرط ليبشيتز على التوابع 3n)‏ و. ٠.٠‏ ووه (t,‏ كز ان : 
>> || لمت ٠...‏ ميته ۵) 97 لوت د وه (f,‏ ره || DJ‏ = 
بش > 
بحيث ان O (a)‏ يحقق شرط ليبشيتز بالنسبة للمتغير ± . 
يتبين من النظرية 13 .53 ان المعادلة التفاضلية: 


°1 يرنه يرنه‎ [| = C ||| تسن‎ ll, 


ما 


(ه ,( © = ۵) “ن (3) 
من اجل تابع شعاعي ) » قيمة في الفضاء 87 . بالشرط الابتدائي :. 
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)4( u (to) = وص) = م‎ ..., Pn) € 8* 

تقبل حلا ۵)س: معرفا من اجل (۵به)ع: وه ل وحيد في 
صنف التوابع الشعاعية القابلة للإشتقاق () = التي تأخذ هيمها في الفضاء 
.د . ېا أن طبقا للتعريف: 

u )۵( = (u وی . و(څ)‎ un لا (((ځ)‎ (f) = (u, (D), نی‎ un (Ê), 
المعادلة التفاضلية (3) بالشرط (4) من اجل تابع () » تكافىء الجملة‎ 
)ب۲اشروط 2(14.13) من اج ل التوايبع‎ 3 

)ملا ,... ,() ا . انتهى برهان النظرية. 
3 .34 . إذا وجد فضاء جزئي مغلق 8 ے, 8 بحيث تکون» من اجل کل 

Oa (f Zo. . ., قم په‎ cT Ts <<, TEB, tC la, 6[ 

(م ,... ,1د #) والاشعة الابتدائية يم ,... ۶۲٠‏ منتمية الى :8 » 
فإن قم كل التوابع ‏ () بت ....,4)0 له التي تمثل حل الجملة 
3 بببالشروط 2(14.13). تنتمي هي الاخرى الى الفضاء :8 من 
اجل کل (ۀ ,ه٤۴٤‏ . 

لرؤية ذلك نعتبر في ”8 . الفضاء الجزئى +87 المؤلف من الاشعة: 
ومح نوه نكا الى تد كل احا ځا إلى قا وغو و. 
من السهل اثبات ان 87 مغلق في ”8 . ان التحويل 13 2)24( يطبق 
فرضا 87 في نفسه. وبالتالي» عند مراعاة الملاحظة 93.13 إذا كان 

الشعاع لم ,.. . ,,م) ينتمي الى ,87 فإن الامر كذلك بالنسبة للحل : 

(2) م ,... ,۵)س) من اجل كل اغ ,]اعم » وهو المطلوب. 

0 3 . المعادلات الشعاعية من الرتب العالية. 

3 .15 . نعتبر مرة اخرى فضاء باناخي ع وليكن (, ,. . . ,ب2 ,2) © 

تابعا لوسيط حقيقي 1ل > St‏ ورل n‏ نقطة مت ,... ,2 من الفضاء 
8 قيمة في نفس الفضاء . لتکن: 

)1( و‎ (t) = O (, u (1), ١ w-0 (8)) 
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معادلة تفاضلية من الرتبة +7 » مرفوفة بالشروط الابتدائية: 
۳۳-١ (to) = pm € B‏ ,... ,8 © ومع u’ (t)‏ ,8ع ورمع (10) د )2( 


نظرية . إذا کان التابع رى ... په #) © مستمراً بالنسبة لمجموعة 
المتغيرات «ة ٠۰۰‏ 20 أ وتتمتع بشرط ليبشيتز بالنسبة للمتغيرات 
Tm‏ وه ٠ه‏ وون فان المعادلة (1) مع الشروط )2( تل حلا 
) # التي تأخذ قيمها في 8 . 
البرهان . بالاضافة الى المعادلة (1) والشروط (2) نعتبر جلة المعادلات 
التفاضلية : 
,)1( هلا = )( u,‏ 
us (6), ۱‏ = (2) ولا 
نن لو 
Um (D, ۱‏ = (۵) وما )3( 
Un (4) = O (f, wı (), ..., un )2(( J‏ 
بالشروط الابتدائية 
Um (to) = Pm.‏ ,... ووم = (to)‏ 7 (4) 
إن الجملة (3) حالة خاصة من الجملة 1(14.13) نحصل عليها بوضع . 
Tm) = Fs, ۱‏ د (t, Zi,‏ ونا 


,و2 = (مو,. ۰ وګ OP» (t,‏ 


)٤( ادو ووه و او او په و‎ a ١ 


١‏ وه = Tm)‏ ,<< ,4 (ځ) وتا 
J‏ وه وت am) = © (f‏ ,... وو Onn (f,‏ 
نلاحظ في هذه الحالة أن كل التوابع : 
m)‏ رد ,1=( Dk (f i, <<, am)‏ 
مستمرة بالنسبة لمجموعة المتغيرات ست .... ووه ,ا وتحقق شرط 
ليبشيتز بالنسبة للمتغيرات .«2 ...20:0 ؛ ذلك امر بديهي من اجل 
التوابع ,© الاولىحتى الرتبة 4 «.. اما فيا يتعلق بالتابع الاخير فالنتيجة 
يعطيها الفرض. 
وبالتالي » بمراعاة النظرية 13 .24 , فإن الجملة (3) بالشروط (4) تقبل 
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حلا .)یلا ى. . ,0( 4 . . نصضع .(م) به ع ) س . تبين المعادلة 
الاو سن الجملة (3) أن ,۵)ه:-ح () س . وتبين الشانية ان 
)وس = )س س ل ي » الخ؛ تثبت العادلة ذات الرتبة( 4‏ )أن 
u )8(‏ = اښ = () "ا .» وق الختام تبين المعادلة 
الاخيرة أن: . 
u, u", ..., u^ ¬ 4((‏ و #) PD‏ = (2) مجلا = (2) غير 
وهکذا يتضح ان التابع الشعاعي ري ى يحقق المعادلة (1). بجا ان 
الشروط (4) محققة ايضاء فإن هذا التابع يحقق الشروط (2). وعليه تقبل 
المعادلة (1 ) مع الشروط (2) حلا. لنثبت ان هذا الحل وحيد. إن كان 
)2 حلا كيفيا للمعادلة (1) مع الشروط (2 ) فإن جملة التوابع : 
0 (-۰اړړ = )ملا ,)1( “لاك اود u(),‏ = )وات 
حقق بطبيعة الحال الجملة (3) بالشروط (4)؛ ثم إن النظرية 24.13 تبين 


ان حل الحملة (3) مع الشروط (4) وحيدء ولذا: 
u (1) = u, )١ = u, )١ = u (Û.‏ 


وهو المطلوب. 
3 . نفرض وجود فضاء جزئي مغلق 8 ح ,مھ بحيث يأخذ التابع 
په وهه ه وكيك ,4) © قيمة في Bı‏ مھا كان (۵ ,4] € ٤‏ و 


و6 وګ ,... EB,‏ وه 
إذا كانت زيادة على ذلك الاشعة ۳ ٠٠.‏ وش الواردة في 
الشروط الابتدائية للمعادلة (1) تنتمى هى الاخرى الى الفضاء الجزئى 
۴ فإن الحل الموافق لذلك ۵) # ينتمي ايضا الى ,8 من اجل كل 
t € la, 61‏ . ش ْ 
ذلك أن» ضمن الشروط الواردة» كل توابع الجملة 13 .5(15) تأخذ 
قيمها في ,8 إن کات .,8 € مه ,. . . 80 © ينه . ينتج من 
PCB,‏ ,. بقع :م بفضل الملاحظة 35.12 ان 
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2 © ]», )من لن بو8 € )ينه من اجل کل ”إن‎ (١ 
ما أن: ۵) س = () رن فإننا نصل الى النتيجة المطلوبة.‎ 
العادلات والجمل الخطية.‎ 6 13 5 
8 نعتبر مؤثرا خطيا محدودا )د في فضاء شعاعي نظيمي‎ . 6.3 
ین . نقول عن المؤثر ).24 انه يتعلق‎ > : >> ٠. . يتعلق بوسيط‎ 
عندما يكون 8> || :--7| (يرمز هنا‎ || ۸ )( - ۸ )( 6 
ب)).‎  17.12( لنظيم مؤثر خطي‎ |! || 
نقول عن تابع (ه ,:) ص قيمه في الفضاء 8 إنه من الدرجة الاولى‎ 
بالنسىة للمتغير 268 إن كان:‎ 
© (t, (ه‎ = A )0 xz + (, 
و‎ ٤ حيث () ۸ مؤثر خطي محدود يتعلق باستمرار بالوسيط‎ 
. 8 تابع مستمر قيمه في الفضاء‎ 6 )۵ 
لنثبت ان كل تابع («ن ,بم ي من النمط (1) مستمر بالنسبة لمجموعة‎ 
0 17 المتغيرين‎ 
كتابع مستمز ل ؛ قيمه في الفضاء النظيمى‎ A )( يمكن اعتبار المؤثر‎ 
ا المؤلف من كل المؤثرات الخطية المحدودة في 37.12(8 - أ).‎ )8( 
إن مثل هذا التابع حدود بالضرورة على المجال.( >> 1> ي »> إذن:‎ 
sup || (2)ى‎ || = 4 < ce. 
من اجل د هن . + » « معلومة نبحث عن (2 ا ,)6 =8 بحيث‎ 
نحصل على المتراجحتين:‎ 
اما‎ ۸ )(-٨ )01 > دج‎ 


> | ق)م و)ة | 


وهذا لما 220>|غسغيا . حينئذ خصل من اجل نفس الاعداد ٤‏ 
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ومن اجل )لهس إإ# تل على: 
=| ,(®—2 ,6 © | 

= || A ( 2-4 )5 z +A (E) z—A )١ )6ه‎ -)8 [| < 

|| 4)8 || ۶-8) ٢٢ A زه ]||| (۵) ه--۵)‎ + || ۵ ()—b )01 > 


وبذلك ينتهي برهان الاستمرار المطلوب. 
نبين الآن ان كل تابع من النمط (1) يتمتع بشرط ليبشيتز بالنسبة 
للمتغير ± بالثابت || 9) 4 || وسو = 4 = € 
نلاحظ من تعريف نظم مؤثر ان لدينا: 
> ||« 0) عه ) ۵ || > | (ه )٤,‏ ©- (ه ,( © || 
|| || ل >> || تصن || || (2) له || > 
وهو المطلوب. 
3 .26 . بتطبيق النظرية 53.13 نصل الى النتيجة التالية : 
نظرية. تقبل كل معادلة تفاضلية خطية 
0 .0)س واه = 0) “سن (1) 
حيث () ۸ مؤثر خطي حدود في الفضاء 8 يتعلق باستمرار بالوسيط 
۵ ,ه] ع : و ۵)م تابع مستمر قيمه في 8 مع الشرط الابتدائي: 
u (to) = 119‏ )2( 
تقبل حلا (1) u = u‏ وخيداً هو تابع قابل للإشتقاق قيمه في .8 . 
3 . جل المعادلات الخطية. لتكن جملة المعادلات الخطية: 


w(t) = ويه‎ )۵ u (E) + ې‎ Aan )ما ق)‎ ۱ 

Ann (un () +n (9,‏ + ...+ سا (Dy = Ans‏ 
حيث ) ديه (j,k = 4, .. n)‏ مؤثرات خطية حدودة في الفضاء 
8 تتعلق باستمرار بالوسيط [5 ,ه]اعغ ‏ »ها 00 مش ,... ,)يط 
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فهي توابع شعاعية مستمرة ل ا قيمها في .8 . نضيف للجملة (1) الشرط 
الابتدائي 

)2( يه‎ (to) = وم‎ © 8, ..., un (to) = pn 6 8, a Sto <b. 
نظرية. تقبل الجملة (1) بالشرط الابتدائي (2) حلا‎ 2 

(0) مت ...اس يتألف من توابع شعاعية ل ,[ة ,»] € ۶ 
قيمها في ط» وهذا الحل وحيد. 
البرهان. إن الجملة .(1). حالة خاصة من الجملة المعتبرة في 14.13: 
Un),‏ ,... وف u, (t) = O, (t,‏ 

نحصل على هذه الحالة بوضع : 


(3) 26 249 66. و.‎ n) = ویک‎ (Û) وه‎ +... + Ann (D به‎ + bx )۵ 
6 E 


لتطبيق النظرية 24.13 يجب ان نفرض بان كل تابع (3) مستمر 
بالنسبة لمجموعة المتغيرات2»0 ۰.۰۰ . وكنا رأينا في 13. 16 ان 
كل حد ,رت #8) م4 و () ن يحققان هذه الشروط؛ وبالتالي فالامر 
كذلك فا يخص جموعها (3). ننهي البرهان بتطبيق النظرية 24.13 . 
3 .46 . إذا طبقت المؤثرات ,(0 ,. . . ,1 حرم ,() ۸ھ من اجل 
كل ,۵1 يه] © ٤‏ فضاء جزثيا مثبتا 8 ح ,8 في نفسه وكانت التوابع 

) رقء من اجل ,1ن ,م] ع تأخذ قيمها في هذا الفضاء الجزئي 
8 فإن التوابع ۵) ملت ,. . . ,2) وغ الي تشكل حل الجملة 
3 1(36) بالشروط 2(36.13). تأخذ قيمها في الفضاء الجزئي ,8 ذلك 
ان التوابع : 

,)7 ,... ,4ع ) بيه (۵) Aya‏ + ورک عد 2n)‏ ,. . . نه ,2) O,‏ 


من اجل ,8 6 ,نه ,... ,,8 © بے ب تأخذ قيمها في الفضاء 
الجزئى ,8 ويمكننا تطبيق 34.13. 
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3 .56 . المعادلات الخطية من الرتب العالية. نعتبر معادلة خطية من 
الرتبة ‏ ۰ 0 
An (£) u"! (t) +b (1)‏ + ... + )£( ها ۵),شه-۳()۵:: )1( 
بالنسبة للتابع المجهول )4د الذي يأخذ قيمه في الفضاء 8 ٠‏ مع 
الشروط الابتدائية : 
8 © رمع uD) (f)‏ ,... ر8 6 يم ع (f)‏ فا )2( 
يمثل هنا ٢‏ 3 من اجل کل ,51 ,هع ٤‏ 1 مؤثرا خطيا محدودا 
في الفضاء 8 . اما )۵ فهو تابع مستمر قيمه في نفس الفضاء. 
نظرية . تقبل المعادلة الخطية (1) بالشروط الابتدائية (2) حلا 4)9 
. وحيدا في صنف كل التوابع الشعاعية القابلة للإشتقاق * مرة. التي تأخذ 
قيمها في الفضاء .8 . 
المرهان . إن المعادلة (1) حالة خاصة من المعادلة المعتبرة في 15.13: 
O ) u, u, ..., w-0),‏ = )£( اير 
عمل نمل دق اة بوضم : ٍ 
b (2.‏ + په (D‏ پھل... اه نه (ځ) Tn) = A,‏ وه. < O (f, Za,‏ 
كنا رأينا في 36.13 ان التابع © مستمر بالنسبة لمجموعة المتغيرات. 
په ,... ,ونه ,ا وتحقق شرط ليبشيتز بالنسبة ل .په ,. . . ,ونه . وعليه 
فان النظرية 13 .15 قائمة. بتطبيق هذه النظرية نحصل على النتيجة المطلوبة. 
_ 66.13. اذا طقت الؤثرات ,() مذ ,... ,)به » من اجل کل 
زا ,ه] ع ٤‏ » فضاء جزثيا مثبتا 8 ح ,في نفسه وإذا کان التابع ) م 
يأخذ قيمه في هذا الفضاء الجزئي فإن الحل ر : للمعادلة 1(56.13) 
بالشروط 13 .2(56) ينتمي » مها كانت الاشعة الابتدائية ١١ ٠٠٠, ۶۰١‏ 
في ,8 وما كانتزة ,»] ۴ ٠.‏ الى الفضاء الجزئي ,8 . 
لتأكد من ذلك نلاجظء ضمن الشروط الواردةء ان فرض الملاحظة 
3 محقق ؛ بتطبيق هذه الملاحظة فصل بصفة خاصة على ان 
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u )۵‏ = (2) به ينتمى الى ,8 من اجل كل #6 ,»4ا)ع: ‏ وهو 
المطلوب. : 
#8 7.13 . المؤثر الحال لمعادلة خطية متجانسة. 
3. تسمى المعادلة 1(26.13) لا:0 = 6١)‏ : 
A )۵ )9‏ = ۵) لم 

معادلة خطية متجانسة. 

تقبل المعادلة المتجانسة حلا بديبيا 0 س ۵) « . اما باقى الحلول 
للمعادلة المتجانسة فهي لا تنعدم في اية نقطة 5 ,]€ : عي نظرية 
الوحدة 26.13 . 

بجمع حلول للمعادلة المتجانسة (1) او ضربها في اعداد نحصل على 
حلول أخرى لنفس العادلة. اذا انه اذا كان () س و )ين حلين 
ا ان مسا مها كان الان 7 ب 

(au, )۵( ۳ agus )۵(' = az} )۵ ۳ au, )١ =‏ 
ua (1) =‏ )2( شوه + aA (1) u, (f)‏ = 
,1() ولیه + A (t) lau, (f)‏ = 
إذن فان )سیه + 0) u‏ حل للمعادلة (1). نعتبر 
امؤثر الحال ئو (83.13) للمعادلة التجانسة (1). إن هذا المؤثر 
خطى أي ان لدينا المساواة التالية مها كان الشعاعان > . دب والعددان 
00 ظ 
aan (ua).‏ ې Riy (u)‏ نه = (وماوت + Olan,‏ 
ذلك ان الطرف الثاني باعتباره تابعا ل + عبارة خطية لحلول للمعادلة 
(1)» قيمتها عند را = ٤‏ هی : یه + پس . یتین مما سيق ان 
اا ان قرف فان هل ال اظطرف الاول ر خنټ 
التعريف حل للمعادلة (1) يأخذ القيمة ,ينوه + به عند 
,م ع . إن هذه الحلول تتطابق من اجل كل .[ن ,]26 حسب 
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نظرية الوحدانية» ذلك هو المطلوب. 
إذن فإن المؤثر الحال يه للمعادلة الخطية التجانسة (1) مؤ 
78 بدل .() 1 

3 .7 لندرس بنية المؤثر الحال للمعادلة المتجانسة 13 .1(17) في الفضاء 
م8 ذي البعد م المؤلف من الاشعة ذات الشكل (ي ,. . . ,,ع) = ۾ . 
نختار في الفضاء ۶ شعاعا مستقلة خطيا وكيفية ne‏ 9 و 
حينئذ توافق المعادلة الشعاعية 13 .1(17) بالنسبة للتابع الشعاعي 0 

أ ۵) مه ل2 = ۵) ا جملة المعادلات السلمية: 
un (),‏ (ځ) جره . . . + )€( ينا )£( بيه = (غ) u‏ 

)1( 1 EE ووس کو‎ TTT ١ 

Un (6).‏ ) ممه ٠٠۰-۳‏ ۳ (۵) ولا )£( an,‏ = () ې۹ ا 
يمكن ان نصل المؤثر الحال ٩‏ . حسب القواعد العامة 17.12 - 
أ بالمصفوفة التى يتألف عمودها ذو الرتبة # من احداثيات الشعاع 
(# ,... ,1 = #) و0 . بعبارة اخرى فإننا نصل المؤثر الحال 

,© بالمصفوفة : 
(8.. )وا )نر 

ب )ودای (ځ) مو 0س ادس (2) 


مها له RE‏ ریه رې د کو و 


٠٠۰ fnn )(‏ )ووا ()رم 
حيث )هم1 ,. .._,)( هور هي احداثيات الحل ۵)م/ التي 
تأخذ عند ها -: قيمة مساوية للشعاع f‏ . تسمى المصفوفة (2) 
مصفوفة ورونسكى 7708511 ( أو المصفوفة الورونسكية) للجملة (1)» 
كا يسمى معينها معين ورونسكى (أو المعين الورنسكي ) للجملة (1). 
كنا اوردنا ضمن 51.13 المصفوفة الورنسكية في حالة مصفوفة 
|| ور || = 4 ثابتة . 
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ما ان المؤثر ياو قابل للقلب فإن الصفوفة (2) غير منحلة من 
اجل کل ان ]ع » ولمعين الورونسکي لا ينعدم عنداي 
اه ,ماع ٤‏ ؛ وهكذا فإن الحلول 0)م/ ,.. . ,() ل ا 
خطيا عند ,: م تبقى كذلك من اجل كل .إن ١)»,‏ 
أنشيء الحل العام 1(17.13) بالشعاع الابتدائي (من اجل وا =¿ ) 
لل حجان حسا الدستور العام : ثږ 


n 


n 
u (2 یي‎ Oj - Of 2 Un] م‎ = 2 DOI hs; 


وبالتالي فإن کل حل للجملة (1) عبارة خطية من « حلا خاصا: 
f(D.‏ ...< (ځ)وځ . 
نری في الحالة الراهنة ان فضاء كل حلول الجملة (1) ذو بعد « وان 
التوابع الشعاعية o )١‏ ,)( / تشکا اساسا مذا الفضاء. تسمی 
جموعة التوابع الشعاعية 0) مأ ,... ,9) :م جلة اساسية من حلول 
الجملة (1). 
3 .37 . حساب المعين الورونسكى . يكن ان نسمي المعين الورونسكي . 
)مرا قاور hud)‏ ` 
ا د ه له ه ډه هو (f(t), .... fn (t)] = e‏ )1( 
fn2 (€) ... fan (t)‏ )اما 
بالمقارنة مع الجبر الشعاعي» «الجداء المختلط» للأشعة 
fn 0‏ ...< ,)اا . اما عناصر هذا الجداء فهي التوابع القابلة 
اللإشتقاق () ر۶ وبالتالي فهو قابل للإشتقاق. اذا اشتققناه حسب 
القاعدة 41.7 س» نجد : 
د٢ Af, (=D, OD, <f‏ 


> ((۵) ورن (OH... f(t),‏ وره ,0( {f1 (6), f‏ + 
٠‏ )وای (۵)و/۵) ۵ ,)0( Ff‏ ۵1)و ال )اول (D),‏ د ۵) [A‏ = 
سو( 
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إن المركبة الوحيدة التى تعتبر ذات اهمية في الحد ذي الرتبة 8# في 
المجموع الموجود هي المركبة وفق الشعاع ,۵)م/: ‏ إذ ان كل مركبة 
اخرى تؤدي الى معين له عمودان متطابقان وعليه فهو منعدم. اما قيمة 
المركبة المشار اليها فتساوي () م7 ۵) جج جد ف د 
aan )۵(( [f (), ۰<, fn (6)1.‏ + ...+ )£( ييه) = ])( [fı (f), .. ., fn‏ 2( 
يمثل المقدار ( dan‏ 35 5 . ۹ ل 2( 011 = 2( tr A‏ اثر المصفوفة 
۵) 4. بمكاملة المعادلة (2) نجد: 
5 
٨۹‏ (3) 
[f (fo), ٠ ٠. (fo)] €"‏ = [(2) و٠٠٠‏ ,)£( لا 
n‏ 8 .. سا 
3 .4 . المعادلة ذات الرتبة م . رأينا في 15.13 ان المعادلة: 
()8-, )هښ )9ل (۵) an‏ = ۵) 1 )1( 
تكافيء الجملة 
2( ولا = 2( U‏ 
u; (Ê) = us (Ê),‏ (2) 


u (غ)‎ = a, )2( u, )۵( وه حل‎ )2( ua (1) + ... (ځ) مم عا‎ un (f) 4-b )٤(( 


. 
حا : 


٠ 


un )۵( = yD )8‏ ,... و( y (£), ua ()= y'‏ = (ځ) يلا 
وهكذا فإن کل شعاع حل () ين ,. . . ,9) رن يوافق جموعة 
توابع .9) 7-۷ ,. . . ,۵) لا ,9) y‏ طبقا ل 27.13 فان 
كل حل ()م: للمعادلة المتجانسة: 
٠)‏ د ې ) an (1) w=‏ = ۵) ار (3) 
يمكن وضعه بطريقة وحيدة على الشکل: 
e **‏ ور O‏ 


* راجع مثلاً 141. 35.5] 


حيث () ,م ,. . . ,9( وم هو الحل الموافق لمصفوفة غير منحلة ' 


w7 (to)‏ لاه -١( (to)‏ پا 
قى ا ا سرو مرل ا 


w(t) ... wat) 


لحم ...0( ١و‏ 
غير منحلة من اجل كل ام ,۾ ع ,اما معينها فهو يساوي حسب 
الدستور 3(37.13) وبمراعاة الشكل الخاص لمصفوفة الجملة (2): 
2 5 


د۴ 


det W [w, )4( ..., wa )2([ = det W [w, (fo), ..., Wn (to)] 0 


W [wy (to), ..., Wa (to)].‏ ع 














= W [w, (f), ..., wn ()] 














§ 8.13 حل معادلة خطية غير متجانسة. 


: المعادلة‎ 7 . 18. 3 
w (©) ع‎ A ( u )۵ ٣ D )© تسمى المعادلة:‎ . 1 


عوك ون رو LE E‏ لوا 

الخال ان الفرق () وده -۵) سهد لحلين ٠)‏ و م) .سم« لعادلة 

غير متجانسة حل للمعادلة المتجانسة الموافقة لها. وبالتالي اذا كان 

() به حلا خاصا للمعادلة غير المتجانسة (الحل المساوي 0 عند 

(,؛ = : مثلا) وعرفنا المؤثر ,إ0 فإننا نستطيع الحصول على اي حل 

للمعادلة غير المتجانسة (الحل المساوي ل © عند ل؛ = ٤‏ مثلا) بواسطة 
الدستور : Pio‏ + (2) رماع ف) و 

معرفة المؤثر له ييمكننا انشاء الحل () د بطريقة تغيير الثابت. 
نبحث عن () ره بكتابته على النحو: 

,( -)ه: (2) 

حيث ()م شعاع متغير مجهول (لو لم يكن () € متعلقا ب ] 
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لحصلنا على حل لعادلة متجانسة. وهو ما يبرر تسمية هذه الطريقة). 
للحصول على ,0 = )به ننشيء الشعاع ٥)0‏ بحيث يكون 
C(t) =0.‏ . 
من 83.13 - ر والتوطئة 31.13 يأتي: 
PC (0+ PC" (8.‏ هاه -۵) مهو + () © (OF)‏ = )( بن )3( 
من جهة اخرى: : ش 
A(Dvı(D +0 () = A () 9956 )0 Fb (8).‏ (4) 
بجعل طرفي اليمين في (3) و (4) متساويين نجد: 
OC’ (t) = b(t).‏ (5) 
نطبق بعد ذلك المؤثر #© . وهو المؤثر العكسي ل 7 83.13 
- د على طرفي المساواة (5) فنحصل على: 
QF 6 )8(‏ = ) "0 


5 : ومنه‎ 
C()= Û نمه‎ ) dr, 


وهذا باختيار الشعاع الذي ينعد م t=.‏ . 
اخيرا نصل الى الدستور: 
QF b (r) dr +o = imo Û o )١( ۰‏ ا 9ع () ه(6) 
يمكننا الآن البرهان عل قيام هذه المساواة مباشرة اة قاعدة 
الاشتقاق 68.9 - ب (التي تمتد صلاحيتها بسهولة على التوابع الشعاعية) . 
3 .28 اذا كان ,۸ = 8 و 9) م تابعا عدديا. نجد (21.13): 


0 
نزو 


وبالتالي 5 00 سے 2 


٤ ٤ 
1 1 أ ؛؟ م‎ 90 
( ) ` هی غ) ن‎ Vo + ۱ eT b(t) dr. 


0 
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بصفة 00 إن کان په ع )ىل ٠»‏ 460 فان : 
dr‏ (ج) et-04b‏ ا سل ورف دهة- )ع = )( v‏ )2( 
3 .38 . إن الدستورين 6(18.13) و13 .1(28) قائان أيضا في الحالة 
العامة التي يكون فيها )د تابعا شعاعيا قيمه في فضاء نظيمي 8 و 
۵ مؤثرا خطيا في 8 . اما الرموز الواردة في هذين الدستورين فيجب 
اعتبارها بمفهوم 31.13 و 91.13 على التوالي من اجل 4 = () ۸ 
ثابت ومن اجل () ۸ متغير. 
بصفة خاصة اذا لم يتعلق المؤثر 4 0) ۸ ب + وكان التابع 
ا e'ba,‏ )( برط لح ()ه 
حيث () ,۶ كثير حدود و ,) مؤثر ثابت يتبادل مع المؤثر ۸ و 
+6 اشعة مثتة من الفضاء ,8 . فإن التكامل 2(28.13 ) يكن حسابه 
صراحة. في الحالة الراهنة, يمكننا توقع بنية النتيجة بتقدير معاملات غير 
معينة؛ ولذا نستطيع البحث عن الحل بطريقة المعاملات غير المعيئة. : 
3 .48 . نعتبر حالة الفضاء ذي پر بعدا .,8 = 8 يعطى هنا المؤثر الحال 
© بالمصفوفة الورونسكية 27.13 : . : 
fin (f)‏ ...)و 1104 
fan (f)‏ ... )یل )ها || = Qf‏ 


ins () )ممق‎ ..« fnn (t) 
نبحث عن الحل من الشكل 2(18.13 )؛ يكن ان نكتب في الحالة المعتبرة:‎ 
وه‎ ()  غ‎ fn )۵ ۸ 


عه C1 (0, .... Cn (f)‏ توابع يجب تعيينها. تأخذ العادلة 
83 شكل الجملة: 


(DC) ٢‏ لا 


بحل هذه الجملة بالنسبة ل 6109 ثم بالمكاملة من 80 الى م فإننا 
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نحصل على الكميات المطلوبة .() ,6 
3 .58 . نعتبر المعادلة من الرتية ”7 : 

y(t) = an () yD لدق)‎ ... +a, (1) 2) +b (D. 
75 يأخذ المؤثر الحال للجملة المكافئة‎ 
ولا = )£( ولا‎ (6), 


وه ® ود واه .ا .دا .د.ا عد هم هوه ه مد ده 5 ې 


)مه (2) مه + ...+ (۵) وف (2) a,‏ = ۵) جل 
حيث ,۵) نا = 9) ب ۰,... ,۵) “لاع )په ,۵) = 9) ہس ۰ 
يأخذ الشکل 
Wn (0)‏ .° 2( 21 
w(t) ...101)(‏ 


2 -14 
wî P2 (9 ... لت‎ 8 


)و 








حيث () ,مه ,. .. ,9) رمه حلول موافقة لمصفوفة غير منحلة من المعطيات 
الابندائیة. نبحث عن الكل على الشكل 13 .2(18(› أي ان لدينا ( فیا 
يخص السطر الاول): 0 wn (t) Cx‏ 3 = )۷ 
تأخذ المعادلات 0200 في الحالة الراهنة الشكل التالي: 


Î دم‎ )0 66 0-0 


3 


` JD )زم‎ ٣) =0, 
. haat 


5» لحتس‎ () Cf (= b (1). 


02 


بحل هذه المعادلات بالنسبة ل 02)9 وبالمكاملة من و الى : محصل 
على التوابع,۵) م0 » ومنه يأتي الحل المطلوب01) س 
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تمارين 
1. لدينا حلان مختلفان 0د« و ردي لنفس العادلة التفاضلية 
ر = طلا بنفس الشرط الابتدائي .م (م و . هل هناك تناقض بين 
ذلك والنظرية الوحدانية 53.13؟ 
2. ننزلق نقطة ذات وزن بدون احتكاك على طول منحن. عين هذا 
المنحنى لكي تكون ازاحة مسقط هذه النقطة على المستقيم الافقي منتظمة 
(السؤال أ) .ب) نفس السؤال عندما نريد أن تكون تلك الازاحة منتظمة 
على الستقم العمودي . 
3. نعرف حلا خاصا «) ,ب العادلة تفاضلية خطية من الرتبة الثانية: 
0 = ۵ ۵) ۵ عل ۵) له ۵) a‏ + )كن 
كيف نجد حلا ثانيا مستقلا خطيا عن الاول؟ 
4. طبقا ل 11.13 فإن كل معادلة خطية من الرتبة ” ذات معاملات 
ثابتة تكافيء جملة من الرتبة الاولى مصفوفتها تقبل كثير حدود اصغريا 
درجته „ . اثبت ان كل جلة « معادلة من الرتمة الاو تتمتع بهذه 
الخاصية تكافيء معادلة من الرتبة م . 


NS‏ و معادلة شعاعية 8ع0۴)س) و 
4)9 مؤثرا دوريا دورته 7 (أي (۵) A (t+ T) = A‏ ). اثبت ان 


ای - کاو » حيث م مؤثر ثابت. 


6. لمكن () رز .۰۰ :)1ل تابعا مستقلا خطيا قيمها في الفضاء 
2# قابلة للإشتقاق من اجل كل .1ه ,ماع 2 ۰ حيث ېږ . اثبت 
وجود معادلة () u‏ 0) ۸ = () لب مؤثر مستمر ) 4 في «# تقبل 


7. لتكن () ,من .... ,0) بو م تابعا سلمياً مستقلة خطيا وتقبل الاشتقاق 
« مرة. هل يمكن ان يكون معينها الورونسكي مطابقا للصفر؟ 
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8 لتکن )يړ ... ,)رن ,2 تابعا سلميا مستقلة خطيا وقابلة 
للإشتقاق » مرة, معينها الورونسكي غير منعدم. انشيء معادلة من الرتبة 
« تقبل ۵۰) ما ٠‏ )ول كحلول طا. 
و. اذا کان للتابعين و) ى و ن)ه مشتقات مستمرة با في ذلك 
المشتق من الرتبة ‏ . فإن للمعادلة الخطية. 

ش ۵) 5 ې u () = 4 )۵ u (D‏ 
مشتقات مستمرة بما فيها المشتق من الرتبة (1 + ) 
0 . إذا كان 0=(« وتحققت المتراجحة 9) > 0) 80 - () ۷ 
من اجل م > , > م > فإن المتراجحة: 

5 < ا‎ e k(t (s) ds 

محققة ايضا من اجل 7 44 هي 0 : 


1 . (تتمة) اذا تحققت المتراجحة: 
2 
ساد په 
من اجل ,7 > : > 0 فإن الأمر كذلك فا يخص المتراجحة: 
ds.‏ هخ (DHF | o (s)‏ ب > ۵) ما 
2 . (تتمة) نقول عن تابع برع () س على ر ,و انه ء - حل 
تقريا للمعادلة: (لا f (hb‏ = ۵) یر إذا كان: 
ع په || (۵) ۷ ۸) 2 - ly (O‏ 
عل .م7 م . اثبت ان لدينا المتراجحة التالية من اجل كل حل 
u 0‏ وکل € - حل تقريبا : 
وځ غنم || (O)‏ سس (D—y (Il < || (O)‏ سه || 
حيث « هو الثابت الوارد في شرط ليبشيتز للتابع .(ه )7 
3 . (تتمة) نعتبر المعادلة 


u (0) = uo, 0 >> 1 >> 2,‏ ,() ع 0) ى ع ۵ه )1( 
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بمؤثر مستمر معطى .) ۾ . ليكن: 


( حا ,وځ دوس 0) ع 11 


نعرف تابعا شعاعيا ستمرا ر ہر کايل: 
Yo;‏ = )0( لا 
;)1 سدع ,... ,1 ,0 = ) (tp) Ap‏ ولا (n+) = Yr (4) HF A (tp)‏ پل« 


ان ١‏ # من الدرجة الاو من اجل S&S at‏ 1 عه tp‏ 
(1 - م ,... ,0,4 = #من اجل 0< معطى» انشيء تجزئة 11 بحيث يصبح 


التابع 8) ول وه حلا تقريبا للمعادلة (1). 
4 . (تتمة) اثبت ان هناك حلا للمعادلة (1) (التمرين 13) معطى 
بالعبارة 0 

0“ (اغه وښ ۸ ها 0 1 ل =( سنا 2 


0 2ه (TD¬0‏ 
(نلاحظ ان ترتيب العوال له اهميته!). 
5 . عرف» ضمن فرض التمرين 3 تابعا شعاعا مستمرا ۵) 2r‏ 


وفق القاعدة: ولاح (0) a‏ 1 
)۵ه( A(t‏ 
ز(ل-ه ,... ,1 ,0=( رال || ]ع لباه 
jk‏ 


3 


من اجل 0<ء معطى» انشىء تجزئة 1 بحيث يصبح لتابع () بيرء : 
حلا تقرياً للمعادلة (1). 
6 . اثبت ان هناك حلا للمعادلة (1) (التمرين 3) معطى بالعبارة: 


0 
راا ړځاکي e 2 56 lim‏ رد د 
۰ 1 0 


(نلاحظ ان ترتيب العوامل له اهميته!). 
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نبذة تاره 

ظهرت بعض العادلات التفاضلية في الرياضيات منذ اكتشاف الحساب 
التفاضلى والتكامل » اي منذ اعمال نيوتن وليبنيتز. كامل ليبنيتز سنة 1693 
المعادلة الخطية المتجانسة من الرتبة الاولى. ووجد اولر (1739) حل المعادلة 
الخطية. متجانسة أو غير متجانسة, من الرتبة # ذات المعاملات الثابتة. اما 
طريقة تغير الثابت فقد شيدها لاغرانج (1775)؛ مع العام ان أولر كان 
قد حل العديد من المساى باستخدام هذه الطريقة وذلك منذ 1739. 

حققت نظرية المعادلات التفاضلية خلال القرن 18 تقدما حاسما في 
الميكانيكا العادية وميكانيكا الفضاء ونظرية المد والجزر في البحار وكذا 
الارصاد الجوي وميادين اخرى في الفيزياء . 

كانت النجاحات التي سجلتها نظرية المعادلات التفاضلية قد كيفت 
النتيجة الفلسفية في طابعها الشمولي» وهو ما يسمى «مبداً الحتمية 
الميكانيكية » الذي تعبر عليه الكلمة التوجيهية التي تتصدر هذا الفصل. 
لعبت هذه النتيجة» وقتئذ» بابرازها الانتصار النهائي للعقل لعبت دورا 
كبيرا في تحرير العام من التأثيرات اللاهوتية والذهنيات المتجمدة. ورغم 
ذلك اثبتت نجاحات الفيزياء في القرن 20 ضيق الحتمية الميكانيكية التي . 
تخلت في الميادين الفيزيائية المتقدمة عن مكانها لتحتله الحتمية الاحصائيةء 
هذا مع احتفاظ الحتمية الميكانيكية بقيمتها في المسائل الميكانيكية. 

ادخل ورونسكى» الرياضى والفيلسوف, معينة الخاص بالمشتقات سنة 
2 . رن 
طرحت المسألة العامة للوجود والوحدانية لحل معادلة تفاضلية في اعمال 
القرن 19 وجاء بأول برهان لوجود الحل كوشى (1844)؛ ثم اختصره 
ليبشيتز اختصارا كبيرا وصاغ الشرط الذي يحمل اسمه. قدم بيكار 
(1890) طريقة التقريبات التوالیة, وقام باناخ سنة 1922 بوضع هذه 
الطريقة ي قالټ جرد من اجل. فقا ري باستغدام اصرح موش 
مقلص . 
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الفصل 14 
النشور المتعامدة 

لا تمثل نظرية فوريي نتيجة مسن 
اجمل نتائج التحليل الحديث فحسب بل 
تمثل ايضا اداة ضرورية لدراسة اغلب 
المسائل الرئيسية في الفيزياء الحديثة. 

و. تومسن و ب. ج. ثايت «١‏ فلسفة 
طبيعة (1867)) 


W. Thomson, P.G .Tait 


5 1.14. النشور المتعامدة ف فضاء هیلیرنی 
4 .11 . طرح المسألة. انشغلنا في 5.128 بالتقريبات المنتظمة في الفضاء 
(0) © المؤلف من التوابع المستمرة» اي التقريبات بالنسبة للنظم: 
max | )( |.‏ = || (1) 
مهتم العديد من المسائل في التحليل باعتبار التقريبات بمفوم المتوسط 
التکاملي. أي بالنسبة للنظم: 
SIP dz,‏ مث مأ )اا )2( 
يمثل © في هذا الفصل مجالا مغلقا من المحور الحقيقي. 
ما هي الشروط التي ينبغي توفرها في جملة ( خطية) معطاة (0) 8 
تتألف من توابع 2) + لكي نستطيع. من اجل كل تابع (2) / 
( مستمر أو على الاقل مستمر بتقطع. وهو ما يضمن وجود التكاملات 
التي نحتاج الها) ان نشير لمتتالية ... ,(2) د ,(2) :© توابع من 


B )0(‏ بحيث : 
م ® (٠ dx‏ -9 ام F-@nll = ٧‏ | )4( 
إذا تقاربت متتالية 60 ۶ بانتظام نحو نه ,0ن فإن العلاقة (4) 
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قائمة بطبيعة الحال. لکن التقارب المنتظم لا 3 تستوجبه العلاقة (4) بل ان 
هذه العلاقة لا تستلزم حت التقارب البسيط. يمكننا إذن القول بأن مسألة 
التقاربات بمفهوم المتوسط التربيعي «ايسر» من مسألة التقريبات المنتظمة. 
زيادة على ذلك فإن انشاء تقريبات من النمط الاول يمكن وضعه في شكل ‏ 
هندسي واضح وهذا لكون فضاء التوابع الموافق لذلك» بالنظم (3)» 
فضاء هيلبرتي حيث نستطيع قياس اطوال الاشعة كا هو الحال في فضاء 
4 .21 . التقريبات في فضاء هيلبرت . ليكن 81 فضاء هيلبرتيا حقيقيا أو 
عقديا. وليكن 17 ح 8 الفضاء الجزئى . الذي بعده ‏ » المؤلف من جملة 


متعامدة ومتجانسة م۴ ,... 6 (بحيث 1= e»‏ ,رع عندما حدر 
و 0-(م©مر» عندما # 136 ). نضع المسألة التالية: : من اجل شعاع 


131 7 معطى. نبحث عن شعاع 0 = ر بحيث يكون 
القدار: || #- ۱۱7 اصغر مقدار ممكن. نفرض في حل هذه المسألة ان 
الفضاء 15 عقدي؛ إن كان حقيقيا فا علينا الا اجراء بعض 
الاختصارات في الرموز. من اجل کل هیلا = 2 , لدينا: 0 
Exe) =‏ د Rek,‏ 2 -) ع || تسر || 
= ايئ| 2 e») — 2J af, e4‏ ,)يځ لا سر (f,‏ = 
!اچ h=41‏ 82-1 
ح ( ې (f, en) + | E»‏ 5ح UC en) (® —Ëa (FÊ, ex)‏ ے (f, N+‏ = 
(f eR) | 8‏ | 2 دحتا 
R1‏ 
e) |=‏ ,)| ش امځ - له ,7)] ل5- (f D+ 2 U, e)‏ = 


.® له (F,‏ | لم و (مه I(t‏ 2 + ,7 - )1( 
من الواضح ان العبارة المحصل عليها اصغرية إن كان ره = 8 
٠ (kk =1, ٢‏ يسمى الشعاع (f, ex) e‏ 2 = # مسقط الشعاع 
: وړږ 


f‏ على الفضاء الجزئي,8 . حيث يمثل الشعاع م = و /لعمود المسقط من 
طرف الشعاع ‏ على الفضاء الجزئي 8 ؛ تنطبق هذه التعاريف في الحالة 
الحقيقية مع الفاهم الهندسية الموافقة ها (الرسم 1.14). نرى من خلال 
(1) ان مربع طول الشعاع ۸ هو: 0 
(f, e») |®.‏ | ر RIP = (f,‏ 
ومنه تأتي بصفة خاصة متراجحة بيسل (868561): 
RI P<‏ 2) 
القائمة من اجل كل شعاع 6# وکل جلة متعامدة ومتجانسة 
010007 

نرى في الختام ان احسن تقريب « هيلبرتي» للشعاع / باشعة الفضاء 
الجزئي م ينجز عندما نختار كشعاع مقارب ؛ مسقط الشعاع ۶ على 
الفضاء الجزئي ور . 
4 .31 . نعتبر الآن جلة متعامدة ومتجانسة غير منتهية 
ا ووه و ووة یه ږ يمكن القيام بالإنشاء الوارد اعلاه من اجل كل 
جاعة منتهية .0 ,... ,ره والحصول على احسن تقريب هيلبرتي الموافق 
"كلك ن - ېډ . نشير الى ان المعاملات ١ه‏ ,/) 
المتعلقة باحسن تقريب لا تتعلق بالرقم پر آم . اما الاحراف ہم 


فیساوي. کا رأيئا : 
۱٨-1 0٢-2‏ (1) 





السؤال المطروح هو: هل يكن جعل الكمية || ,۸ || صغيرة بالقدر الذي 
نريد وهذا باختيار م كبير بكفاية؟ لا يكن أن يتحقق ذلك في الحالة 
العامة: مثلاء إذ كانت جلة ...هبه «غير تامة» أي اذا وجد 
شعاع م غير منعدم ومتعامد على كل الاشعة .... بوه ,ره فإن كل 
الاعداد ( ٤»‏ ,/) منعدمة وکل الاعداد | «# || تساوي || ۶ || . 

4 . على الرغم من ذلك فإننا نستطيع ضمن بعض الشروط القول 
بأن الاعداد || ,]| تؤول الى الصفر عندما يؤول « الى ©. يتحقق 
ذلك اذا علمناء انطلاقا من بعض الاعتبارات الاضافية (مثلاء من 
نظريات من نمط ستون 56086 (12 .25 ) في بعض الفضاءات التابعية) انه 
من الممكن اختياز من بين العبارات الخطية للأشعة ,... وه ٠٠‏ متتالية 
متقاربة ( بالنسبة للنظم ال هيلبرتي) نحو الشعاع .ر . ذلك انه إذا كانت لدينا 
المقراجحة ,۾ > || ومر ا من اجل عبارة خطية ,مي 20 فإن 


لدينا بالضرورة فما يخص احسن تقريب هيلبرتي يه (مه ,/) 2 





٣-۱ /- Dalle.‏ مه ۱۸ /٣-‏ ۱۸۱-1۷ (م 


ب. ضمن الفرض أ نحصل على المساواة التالية بالانتقال الى النهاية 
,0 جع : 


(2) f= lim > (f, سه مه‎ 3 (f ER) eR. 
nooo اا‎ h=1 


تسمى السلسلة الواردة في الطرف الاخير سلسلة فوريي للشعاع / وفق ٠‏ 
الجملة المتعامدة والمتجانسة ... وه ,به . تسمى الاعداد (ږ» ,/) 
معاملات فوريي للشعاع م وفق الجملة .م6 . هذه التسميات صالحة بغض 
النظر عن طبيعة السلسلة؛ إن كانت سلسلة فوربي متباعدة فإننا نعتبرها 
الآن بصفة شكلية. 
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ج . في حالة تقارب السلسلة (2) غو الشعاع ,م . نجد بالإنتقال الى النهاية 
في (1) ان: : 
P= DIU, FP‏ (3) 
تمثل هذه المساواة نتيجة ممائلة لنظرية فيثاغورس في حالة البعد غير 
المنتهي » وتسمى مساواة بارسقال .)2856٧۵1(‏ اذا عجزنا عن اثبات 
تقارب سلسلة فوربي نحو الشعاع ,/ فإن لدينا دوما المتراجحة: 
DIPS‏ 0( 
التي تستخلص . بالانتقال الى النهاية في متراجحة بيسل 14 .2(21) 
هي الاخرى متراجحة بيسل. 
د . نلاحظ اخيرا انه إذا تقاربت سلسلة فوربي لشعاع ,7 نحو / 
(f, 6 (6۰ .‏ 2 د 
فإن الامر كذلك بعد كل تبديل للحدود يضع ا لحد من الرتبة 
الرتبة 8.(.. . ,2 ,1= / ): 


Co. 


(f ny:‏ ناو 


ذلك ان لدينا حسب (1): 
١ N‏ 
N‏ || لاه هه ) 2 lr—‏ 


€n, |.‏ , 
تؤول الكمية الاخيرة نحو الصفر عندما يؤول × الى ته وذلك حسب (3) 
وشرعية تغيير ترتيب الحدود في سلسلة متقاربة حدودها موجية (63.6). 
4 .51 . من الضروري ان تظهر سلاسل فوربي في مسائل التقريبات لأن 
لدينا الخاصية التالية: 
توطئة. نفرض أن لديناء من اجل شعاع 15ع/ وجلة متعامدة 
ومتجانسة )٤(‏ في.8 نشراً: 

f= DÎ Chen, 


اي ان 3 
0= ]| وميه لا -/ || lim‏ 
۸-1 سوه 
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على الاقل من اجل متتالية .. > م” >> ...> و« > ,سم عندئذ يكون 
كل معامل مه مساوياً معامل فوربي لم2 ,) »( ۰.۰ ,2 ,4= )» 
وتكون السلسلة (1) متقاربة بالنظم بالمفهوم المعتاد . 

البرهان. بضرب (1) سلميا في ږ» وباستععال استمرار الجداء السلمي 
(2ا دي وكرت اغا وه تطامدة رشا ميل هل 


n n 
(f, em) = ( lim 5 06) en) = lim ( :2 6۸68 en) = Cm 
p+ 1 pP—+oo 1 


وهو المطلوب. 


0 ce : توطكة . ليكن‎ . 61. 4 
f= Dl anh, £ = زم‎ bex : 7 


نشرين ( بالمفهوم الوارد في 14 .51)› (6+8) جملة متعامدة ومتجانسة؛ إن 
السلسلة ,زيم 8 متقاربة مطلقاً ولدينا: 
1 مه 
axû = (f, 8).‏ ز2 )1( 
الرهان . يأتي التقارب المطلق للسلسلة في الطرف الايسر من (1) من 
المتراجحة : 
( ۸ امه <[ axba‏ | 
وهذا بفضل 4(41.14). ثم اذا کان 
وه و 
lim >) AKER, ۹ = lim DÎ bek‏ کم 
1 مجم 1 مهجم 
بالنظم في الفضاء 25 وکان (مر# ,م #) min‏ = ,1 فإن لدينا بفضل 
٧ 3‏ 
bse) =‏ لا (lim >, ager, lim‏ = زم (f,‏ 
p+oo i‏ 1 مجر 
5 مه م -٨‏ 
لا = ورثيه لا lim‏ = 
p+o 1 1‏ 
71.4 . نكتب» قصد استعالها مستقبلا » سلسلة فوریی ومتراجحة 
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بارسفال في حالة جلة متعامدة وغير متجانسة ... وع »#. إذا کان 
الشعاع م غير منعدم من اجل كل م فإن الجملة || ع | امع = مه 
متعامدة ومتجانسة. يمكن كتابة سلسلة فوربي لشعاع / وفق الجملة ,© 


كا بلي. : 
TT) T=‏ 1( < سه ده 2 








k=1 
( 1( يا 2 پټ‎ 8 - 5 2 
1د‎ 2-1 ١ 5 خر‎ 
(f, 8R) 
2 كاي‎ 


سمى السلسلة الواردة في الطرف الاخير من )1( سلسلة فوريى 
الشعاع f‏ وفق الجملة ,م . وتمثل الاعداد «© معاملات فوريى 
الشعاع / وفق الجملة .رى . إذا تقاربت السلسلة (1) نحو / فان لدینا: 


= 3 lw e») |: = Tr) 





2 
په 3 اه 8 - 
h=1‏ 


ع8 

وهو ما يمثل مساواة بارسفال للجملة .يم . وبذلك تصبح المساواة 
14 1): 

|| مه 2-2 (f‏ )3( 
وهذا بافتراض ان: 1 9 
Pen.‏ }2 سه دوه 

5 14 .2 . سلاسل فوريى التقليدي . 
4 .12 . نعتبر في الفضاء اهیلبرتي الحقيقى ‏ [× ماما (84.12 - 
د) المؤلف من التوابع )1 الستمرة بتقطع على المجال [ یه-): 
أو» وهذا يعني الامر نفسه» على الدائرة 
={(z, yJ): xz = cost, JY = sin t}.‏ 0 
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نعتبر الجملة المتعامدة غير المنتهية. 
د cos 2, sin 2, cos 2t, sin 2t, ..., COS nt, sin n,‏ ,1 (1) 
يتضح تعامد هذه الجملة مباشرة بحساب تكاملات التوابع : 
sin kt ‘sin mt © cos kt sin mt 6 6٥8 kt‘cos mt‏ على المجال 
r].‏ کی . 
0 


لجعل هذه الجملة» متجانسة نلاحظ أن دده | -*|1| 


7- 
ومن 55.9 - ج يأتي: 


7 
|| cos kt || = ا‎ cos? kt 01 = x, 
71 


|| sin kt (® = sin® kt dt = x. 


وبالتالي تكتب سلسلة فوربي 4 عندما يكون لدينا تابع 
,[: ,¬| ج11 € 9) 7 على الشکل: 


ar +‏ دوه () 7 | مومه ل 46 (0) 1 | سل 


7 1 
سا.,.. لا 601۴ 818 J )١(‏ ۱ خ sin‏ ې 
7 


(2) = 2 (an cos nt + bq sin nt), 
پو‎ 
: حيث‎ 
7 
ره‎ = ۱16 609 201 dT, 
)3( 7 
7 
خا يئ‎ | 1(0) sin nr dr (n=0, 1, 2, ...(. 
-71 


تسمى الاعداد dn‏ و Dn‏ معاملات فوريي التابم 0( / وفق الجملة 
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(1) المؤلفة من توابع مثلثية . سنناقش مسألة تقازب سلسلة فوريي (2) 
بعد قليل (42.14). 
2.4 . ننتقل الآن الى سلسلة مثلثية لفوربي في الشكل العقدي . نعتبر 
الفضاء اليلبرتي العقدي [» ,,] م1 المؤلف من التوابع العقدية المستمرة 
بتقطع على المجال ۸> :> -  84.12(‏ ر). لدينا هنا جملة متعامدة 
غير منتهية مؤلفة من التوابع : 

(1) e" (n =0, 41, +2, ب(‎ 

يأتي تعامد هذه الجملة من المساواة البديهية: 








i(n-m)t [r‏ 3 س ج 
7(٠‏ عو (n‏ اې mr‏ د dt‏ ادعام | — 01 arg‏ | 
- - 
a e / # 55-5‏ 
I-V 1 |e’ ٥٣-٧ 1.01 = ۷‏ معي | 
r -‏ 
من اجل تابع معطى .(۶,- )11 € () f‏ فإن سلسلة فوریي 


4 تأخذ شكل سلسلة ثنائية الجانب (84.6): 
ميرم 5 )2( 


جه (eine‏ | د = روم (3) 
تمثل معاملات فوربي التابع (م) / وفق الجملة (1). 
4 .32 . باستخدام دستور اولر: 
cos nt + i sin nt‏ ے e"‏ 
يمكننا وضع السلسلة 14 .2(22) على الشكل 14 .2(12) ( كتبنا اعلاه 
السلسلة 14 .2(12 ) من اجل التوابع الحقيقية فقط). 
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1۱ - 4, 
cae" السو م لك‎ — (en en O 
7 7 
لت‎ | 7 )5( cos nr 05۰4٥ nt + | 7 (e) sin nt dt sin nt = 
= — 


=> رن‎ COS Rt -ك‎ bq sin nt. ٠ 

نلاحظ» من اجل کل.« » ان المجموع الجزئي للسلسلة 14 .2(12) 
والمجموع الجزئي المتناظر 2 ل 2(22.14) متطابقان. وبالتالي فإن 
تقارب السلسلة 2(12.14) يكافيء قابلية الجمع المتناظر للسلسلة 
2(2214). نشيرء كما فعلنا في 94.6 ان قابلية الجمع المتناظر للسلسلة 
224 2) يکن ان تتحقق من اجل كل ,۾ ع : بدون ان تكون السلسلة 
متقاربة (مفهوم وجود ص ). 

4 .42 . نظرية . إن سلسلة فوربي 4 لکل تابع (عقدي ) مستمر 
بتقطع على المتراص (1 = ر + سمت [: ,]ا د متقاربة نحو 

۵)/ بنظم الفضاء (0) ۴٥‏ مها كان ترتيب حدودها. 
البرهان . بمراعاة النتيجة 41.14 أ يكفى اثبات وجود متتالية ۵) م1 
من كثيرات الحدود المثلثية المتقاربة نحو 0۵ بنظم الفضاء (©) 11 
نس 0١‏ الحدود الي ع 7ه بج م = )7 
حيث « :) ,2 متتالية ذات الشكل دلتا الواردة في 75.12 أ. إن 
كثيرات الحدود () 1۸ متقاربة نحو ()/ بانتظام على كل جموعة 
مغلقة 0 ح ع من نقاط استمرار التابع 00م وهذا حسب النظرية 12. 
5 - ج. تبقى كثيرات الحدود )١‏ م7 محدودة بالطويلة على كل 0 
بالعدد ,| ۵) ۶| مده = 34 . من اجل مح ع معطى فإن المجموعة 
المنتهية من نقاط تقطع التابع () ۶ يمكن تغطيتها بمجموعة مفتوحة .7 
هي اتحاد لعدد منته من المجالات مجموع اطوالها اصغر من دى . إن التابع 
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۵ / مستمر على المجموعة المغلقة .7 --0 نبحث عن عدد #۸ بحيث 
يكون ‏ > | 0) ,2 - ) (اعل 7 - 0 . عندئذ ش 
(IF 0 -‏ 2 0) /| | ۶ ن) م ق) / || 
0 
[f ()—Ta )2( |: dt <‏ ا + ١) -7 (Dat‏ | = 
Û 0-0‏ 


4e (M? +70),‏ — شع ثري ل قعة لال < 
ومنه 
lim Tn ) = f ()‏ 
00+ 


وهذا في,(0) م11 » وهو المطلوب . 
يتبين مما قلناه اعلاه ان لدينا النتيجة المائلة للسابقة من اجل كل تابع 
حقيقي مستمر بتقطعم ()/ باعتبار سلسلة فوربي 2(12.14). 
4 .52. نحصل من تم على مساواة بارسفال من اجل كل تابع () / 
ها +x‏ كاده [FPO‏ )1( 
1 3/4 
وهذا حسب الدستورين 71.14 و 12.14؛ اما في الحالة العقدية. 
مه 1 7 
2x 8‏ ديف :| )۱/۱ )2( 
وهذا حسب الدستورين 71.14 و 22.14. 
نرىء إذا کان يم و ٤٧٤‏ تابعين مستمرين بتقطع. ان 
لديا في الحالة الحقيقية» حسب 04))). التي يكون فيها: 


1 (0) - 2 2 (@n cos nt + bq sin nt), 
1 


gE () = + لا‎ (en cos nt ل‎ dq sin nt), 
: المسأواة:‎ 


)3( [ 1 )1( م - نل (1) ع‎ SE اګ ې‎ (anen + Dndn), 
-1 1 1 
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اما في الحالة العقدية التي يكون فيها: 
سوت )£ امه لا -()1 
فلدينا : 
عق 3 ع نه 103ل 7 


4 .62 . نستنتج من النظرية 14 والعلاقتن 14 .  )1(52‏ (2) بصفة 

خاصة النتائج التالية: 

أ. نتيجة. إن معاملات فوربي .به و ب لتابع مستمر بتقطع #) / 

تؤول الى 0 من اجل.مه + « » وتؤول المعاملات »۴ الى 0 من اجل 
دد یوي 1 

ب . نتيجة . إذا كانت كل معاملات فوربي 14 .3(12) (أو 3(22.14)) 

لتابع مستمر بتقطع )/ منعدمة» نان 2/00 منعدم ایڼا كان 

باستثناء ممكن لعدد منته من النقاط (61.9 - ر). 

ج. نتيجة. إذا كان تابعان مستمران بتقطع 0)/ و )عم ها 

معاملات فوريى 3(12.14) أو 3(22.14) متساوية على التوالي فإنمما 

متطبقان ايا كان باستثناء ممكن لعدد منته من النقاط . 

د . نتيجة . إن الجملة المتعامدة 1(12.14) المؤلفة من التوابع المثلثية جملة 

تامة: كل تابع مستمر بتقطع () متعامد على كل توابع الجملة 

1(124) يمثل صفر الفضاء ,(0) ۾ » أي انه منعدم اينا كان باستثناء 

ممكن لعدد منته من النقاط . الامر كذلك فیا يخص جملة التوابع "ع 

(1(.22.14)) في الفضاء .(0) .11 . 

4 .72 .أ. توطئة . إذا تقاربت سلسلة مثلثية ce“‏ 27 نحو تابع 
s )۵‏ 350 ,> ,#_] بمفهوم ان من اجل متتاليتين مه > و و 


,© ج م لرينا ې 
2 


s()(=lim اع لا‎ 
P¬+oo ~n 
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بانتظام على |(» ,»ها » فإن الاعداد © تتطابق مع معاملات فوربي 
للتابع .)ى . ش 

هذه النتيجة بديهية. لأن التابع () » مستمر والتقارب المنتظم يستلزم 
التقارب بنظم (0)ع5 » وهذا ما يسمح بتطبيق 51.14. 
ب . نتيجة. اذا كانت ( .. ,2-1 ,0= «) »> معاملات فوربي لتابع 
مستمر بتقطع ()/ وكانت السلسلة ‏ اول متقاربة بانتظام نحو 
تابع ()5 بالفهوم الوارد في 1 فان )معد ۵ /ایڼا کان» باستثناء 
مکن لعدد منته من النقاط. : 

ذلك ان التابع ()ء مستمر والاعداد .م هي بفضل أ 
معاملات فوربي؛ ثم إن هذه الاعداد نفسها هي» فرضاء معاملات فوريي 
التابع ()/.. يؤدي تطبيق النتيجة 62.14 ج الى النتيجة المطلوبة. 
9 3.14 . تقارب سلسلة فوريى عند نقطة وعلى جرعۀ. 
4 .13. تقارب سلسلة فوريى عند نقطة. رأينا في 42.14 ان سلسلة 
فوربي تسمح بالحصول على تقريب لا محدود لتابع مستمر بتقطع معطي 

) / بمفهوم المتوسط التربيعي. نريد ان نعرف إن كانت سلسلة فوربي 
تسمح بالحصول على تقريب لا محدود لقيمة التابع ‏ ()/ عند نقطة 
معطاة .#0 = + ؛ إن كانت سلسلة فوريى متقاربة عند 20 = #2 نحو العدد 

0) 1 بالمفهوم المعتاد . : 


نعبر من اجل ذلك سلسلة فوربي في شكلها العقدي 2(212.14). 
ليكن : 


n 
ikt 
Smn,n= لا‎ Cre 
ham 


لدینا: سا 
n>0‏ سل f(Te-ttdr.ett—‏ أ 3 لے کے یں 3 = Sn. n (Û)‏ 
-m ~m x‏ 
n‏ نر 
ett-D ar.‏ زج f(T)‏ ا س = 
—m‏ 7~ 
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نجمم المتوالية الهندسية فنحصل علی: 








ل )ا _ه 2 +( ۹-0-7060 5 
ای ل الاش E‏ سداد دز وز 
3 3م . ۰ م1 8- 
(m+) 8‏ که 3 (n+‏ أ 
لپ 2i sin‏ 1 
إذن: 
موه لمات ٥ه‏ لاماي امك 
2 ون سا ET‏ 
sin 2‏ په (1 ( 
(n+ 0 (mt 2 ۸‏ 2 3 1 
و سدوا د د 
شد sin‏ 8 


إذا وضعغا ,1ع 0)/فإن لدينا ‏ () ۴= () ۾.يء من اجل 
كل ۴<0 و 0< م . يعطى الدستور (1): 
)4_^ (+ )نے 7 


ا 
ُ 478 


سپ 818 اد 
2 1 


0-1. 


يأخذ الآن الفرق ۵) / - () ».هه الشکل: 


Sm, n )١(-۱ )٤( = 
5 i (n+) م‎ -i (m+ 2) 
)2( ج‎ + -))۵۵ 1# 
سي 818 سم‎ 

ما هي الشروط التي تجعل )یسه تؤول الى ()/ أي الشروط التي 

تجعل التكامل (2) يؤول الى الصفر. 
4 .23. توطئة. إذا كان («) ب تابعا قيمة عقدية معرفا في المجال 
زحد >> ه وحدودا ومستمرا بتقلع على کل جال 6,1 + la‏ « 
0< 6 » وقابلا للمكاملة مطلقا بالمفهوم الموسع على [6,5©] 2 نان 
التکاملات : ۵ b‏ 0 
وله “د () sin vh dh, | © (%) cos vh dh, | o‏ ( ۱ 


0 
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تؤول الى الصفر عندمام + ج به 


البرهان . بمراعاة الدستورين: 
vh = (eivh— e-ivh)‏ و e-۷‏ ې (eivh‏ س = vh‏ 
يكفى اعتبار التكامل الاخير . نعالج في البداية الحالة التي يكون فيها التابع 
() ې مستمرا على المجال إن ,م] . عندما نثيّت ۷ فليس هناك على 
هذا المجال سوى عدد منته من نقاط المتوالية الحسابية: 
01ص ,كز به 
نرمز فا بيو ے , . . ے ريز ے ۾ ب م . نفرض ان التابع (#) ع يساوي 
(ko)‏ ې في المجال و [hko,‏ و 70 Q‏ .في ha)‏ 00 « الخ.» اخبرا 
(,ة) ب في المجال (3 ...1# . من الواضح ان: 
2 5 
۰ رح جه > |( ؟و-() 16 (1) 
ایڼا كان على [5 ,ه] » حيث يرمز (8) وه لتذبذب لتابع (ع) ب 
. على إن مها  71.5(‏ ج). با ان المجال [ببر ,17 دورة للتابع 


ام فان: 06 3 
6٧۷۸ 0 =0;‏ ا (kj)‏ ې ع pivh dh‏ (#) 8 
ر / 


+1 


3 


- 


(ذن: : 3 
که هوو سوه »|| (2) ` 


حث |( م|ء«دص- 1 . ينتج من (1) و (2) ان: , 
eem ah|<‏ |جهز يمومه ل حا ۹( ]| (3) 
MZ.‏ + ه-6 )&( <o,‏ 
ما ان الكمية () وول مل ار و ان ا 
عندما,مه ج« فإن التقدير (3) يثبت التوطئة في الحالة المعتبرة. 


ليكن الآن (8)© تابعا كيفيا يحقق فرض التوطئة. من اجل 0 << ع 
معطى نبحث عن 0< 6 بحيث يكون لدینا: ‏ 


232 


۵په 
.ښ+<lomla f‏ )4( 


إن التابع () © محدود (بالطويلة) بعدد (0) ١‏ د 4 وهو مستمر 
بتقطع في المجال [ة ,8 + »1 . نفكك المجال [53 ,8 + ] الى عذد 
منته (8) ١ = ١‏ من الجالات [برة ,ره)] ,... ,لل مها بحيث 
يكون التابع () ٠‏ مستمرا على كل منها. نطبق على كل جال التقدير 
(3) فنجد بمراعاة (4): 

په پر هبه َِ 

وږو ا وو )1 (er an|<‏ [ | 
“ˆ (5) 

> (مهءة) 0 او + ج‎ +N (e) M (e) كك‎ > 


> (ه-۵) 5 وه + چ‎ +N (e) M (e). 
يبقى الآن ايجاد. باعتبار ۰ معلوماء عدد ۷ بحيث تكون الكميتان‎ 
اصغر من .8/3 . بعد ذلك‎ N() (ه-م) ( 2 ک#)په و 2م11‎ 

يتم برهان النظریة. 

14 ,33 . نعود الى المساواة 14 .2(13 ). بامكاننا الآن البرهان على النظرية : 

نظریة. اذا كان تابع 0م مستمرا بتقطع على المجال [: ,»ا1ا 

وكان التابء ‏ 0180-4000 قابلا للمكاملة مطلقا بالنسبة ل # 

بالمفهوم الموسع في جوار النقطة .0 = ۸ . فإن المجاميع الجزئية 
).سه لسلسلة فوربي التابع 9)/ تتقارب عند النقطة ها = ء 

نحو القيمة (0) ۶ عندما نه <^ و می ج « ( باستقلال ™ و ٭ عن 

بعضها البعض). 

البرهان. اذا كان التابع ‏ (0)/-(8-+ه)/ قابلا للمكاملة بالمفهوم 

الموسع في جوار النقطة .0 = ۸ فإن الامر كذلك فيا يخص التابع : 





1 (fo 0-1 (to) _ 1 (to +F)— f (fo) 0 : 
sin 0-3 ۸ sin سی‎ 
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وبالتالي يأتي من التوطئة ان التكامل (2): 


1 | etre وېي‎ -(n+)% uy Û م۴٢‎ 
8 ال‎ a " چو - هه ویب‎ {J+ |} 


يؤول الى الصفر عندما مه «- ۸ انتهى برهان النظرية. 
4 .43. يسمى شرط قابلية المكاملة الطلقة ل 10180-٥10٧٢‏ 
بالنسبة ل # لما 0 من شرط ديني (1ها) ل ()/.. إنه شرط 
متوفر» مثلا. عندما يكون التابع ()/ محققا لشرط ليبشيتز من الرتبة 
0ح © : 
HR) —f(D | >> © ۰‏ )را 

بصفة خاصة عندما يقبل التابع )/ عند النقطة ؛ مشتقا منتهيا 
فإن شرط ليبشيتز من الرتبة 1 محقق وبالتالي فإن الاعداد (20) .9 
متقاربة نحو 0) f‏ > 
4 .53. التقارب المنتظم لسلسلة فوربي على مجموعة0 ے 2 . يبين 
البرهان الوارد اعلاه ان بامكاننا الحصول, بنفس الطريقة › على التقارب 
المنتظم لسلسلة فوربي على جموعة 0 ے 8م 

نقول عن شرط ديني للتابع ١‏ ()/ انه متوفر بانتظام على مجموعة 
E cQ‏ إذا استطعنا. من اجل كل 0< ع .ء ايحاد 0 < 6 بحيث تتحقق 
المتراجحة : 


EG ahe‏ ال 


من اجل کل ع۲ في آن واحد. 

نظرية. اذا كان ()/ حدودا ومستمرا بتقطع على المجال 
0 =. ,ما (مع العام ان النقطتين پر و × متطابقان كالعادة) 
وكان شرط ديني للتابع ()۲ حققا بانتظام على جموعة 0 > 2 . فإن 
سلسلة فوربي التابع )۶ متقاربة نحو ()/ بانتظام على المجموعة ٤‏ 
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البرهان. كنا كتبنا الفرق ()م ‏ ()ییه على الشكل: 
(m+ 39 ۸‏ اا هه 3 (nr‏ أ ش 
اا ا و jem‏ حل - () / () ۾ په 
له لنشت ان هذا الفرق يؤول الى الع بانتظام علق الخرعة 2 . نضع : 
0 لاجلا ۸ 
۶*٥ 3‏ . من الفرض» نرى من اجل كل ده 
ا 0 لا يتعلق ب ۽ بحيث: 


! 


, ١4| >> وة‎ 


sin / 
2 


مه شا مسب | | فو ۵)/-(۸ + م / 





٤٢-٥ 


إن التابع روز ) ج حدود( بالطويلة) خارج المجال »8 >> | 18 بالعدد : 


5 ۰ 7 7 أى‎ M 
۷ إن هذا التقدير‎ ۴ ) M = max | f )2 | حيث‎ » sin 6 


يتعلق ب # . لکن المجموعة 2 المؤلفة من نقاط تقطع التابع (۸  )‏ 
يتعلق ب ٤‏ ؛ نحصل على ,2 بسحب جموعة نقاط تقطع التابع (#) / 
( باستثناء ممكن لنقطة التقطع 0= ۸ التي سبق ان عزلناها) ب ۾ . 
وبالتالي يكن من اجل كل + تغطية المجموعة ,2 بمسحوب مناسب ,ډګ 
لجملة منتهية مثبتة من الجالات جموع اطواها اصغر من .يي او 
يساويه. نلاحظ ان المجموعة ,© ء اتحاد عدد مثبت (م) 7 من المجالات 
يكون فيها التابع ( )هېه مستمرا (لا يمكن ان يزداد عدد هذه 
المجالات لأن بعضها متواجد داخل المجال المعزول ,8 >> | ۱۸ ) تبقى 
خارج ,ى . : 


ليكن ؛ 





.>|( = )۾ 
sin ~~‏ 
نستطيع تقدير التذبذب (6) مه للتابع P(t, h)‏ « بفضل 5 .71 د 
کا يلي : 
(W|I >>‏ ثم | max‏ )8( ره + )6( max | f (¢ + A) — f © | og‏ < (8) مه 
Mya, (8).‏ + )6( وهر 211 < 
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يعطينا الآن التقدير 5(23.14): 


> ننه" اح الام 9 ,مم | ||( 1 ام anln.‏ 


پا لا )د اک [Moy‏ +< 




















2 
+ N (e) M (e) ېې‎ 
. ه٢‎ 
+ [ 2Me, )رهم کب‎ O ا‎ 
« n~ خی‎ S3 


إذا كان « و م كبيرين بكفاية فإن الطرف الايمن يصبح اصغر من 
' #من اجل کل جرع في آن واحد» وهو المطلوب. انتهى البرهان. 
4 .63 . نتيجة . إذا كان شرط ليبشيتز من الرتبة 0< ه: 
ا“رم|©>| 0 - ۱١ ۵ ٣٢‏ 
حققا من اجل كل نقطة ٤‏ من مجموعة ۾ ے ع وكان الثابت © لا 
يتعلق بالنقطة € فإن سلسلة فوربي التابع ۵ متقارية نحو 
۸) ۶ بانتظام على ج . بصفة خاصة إذا قبل التابع (۵)/ مشتقا محدودا 
على محال © - 4 ,ءا (على التوالي مشتقا من اليمين أو من اليسار عند 
النقطتين ء و4 ) فإن شرط ليبشيتز من الرتبة 1 متوفر من اجل كل 
> | | مها كان المجال الداخل في [م 4 ,ق + ء] : 
lf ) |:‏ دهع | ۱۸ جه | 70 7418| 

وبالتالي فإن سلسلة فوربي للتابم ()/ متقاربة نحو بانتظام 
على كل جال رم 4 ,ق + م] . 
4 .73 . إذا لم يتحقق شرط ديني عند نقطة فإن النظرية 33.14 لا تقوم 
وقد تكون سلسلة فوربي التابع 9) / متباعدة ( سنرى ذلك في 15.14 ) 
لا يمكن أن تتحقق العلاقة 


im sn, n (o) = # (to) 


الا بمفهوم الانتقال المعمم الى النهاية . من الطبيعى اعتبار » باديء ذي بدء ¢ 
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المجاميع الجزئية التناظرة:. 5 
طاو يرم ل2 )مه 
بخصوص المجموع الجزئي المتناظر () , .ى (نرمز له في الستقبل ب 
)مه فقط) خصل من 1(13.14) على العبارة التالية: 


م (n+) -i (n)‏ 0 
لا لت يح ل تك وړا سل () مره 
سچ in‏ 0 - 
sin (+ (۸ x‏ #7 1 (1) 
سه( Dn‏ )1(8 | سيلة لشل )+1 = 
سا SEN‏ 7 
1 
حيث « [جب+م) sin‏ 4 : 
حت لس نهو - (۸) ده 
ج511 


يمثل نواة ديركليت. لو شكلت التوابع ري ,2 متتالية في شكل دلتا 
من اجل النقطة 0 لاستطعنا تطبيق النظرية 55.12 ب والحصول مباشرة 
على تقارب المجاميع المتناظرة لسلسلة فوربي للتابع ‏ ()۶ نحو قيمته 

!) / عند كل نقطة استمرار 0 ل 0 . لكن التوابع ®( ,2 
لا تشكل متتالية في شكل دلتاء ذلك ما سنراه ضمن 14 .15 ؛ زيادة على 
ذلك نجد. بوضع لس 0)/ في (1). 1= 800 و: ظ 


Dn )8( dh =1.‏ ا 


باستخدام هذه الخاصيات سندرس تقارب المجاميع المتناظرة لسلسلة 
فوريي للتابع ۶)9 في نقاط تقطعه من النمط الاول. 


4 .83 . سلوك سلسلة فوريى في نقاط تقطع التابع 0)/ من النمط 


الاول . 
لتكن 4 نقطة تقطع من النمط الاول للتابع ,0)/ بحيث توجد 
القمتان : : 


f (+0) سناع‎ f (), f (t)—0) = lim f (). 
eto 7 
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نفرض ان شرطى دينى الوحيدي الجانب حققان اي ان التكاملين: 
| 0= | ا وي | t+‏ رن / | 
0 
t+‏ : 


2 # 0 
متقاربان من اجل عدد 6< 6 . عندئذ تکتب الكمية (o)‏ مه > كما 


0 7 : سبق » عل النحو:‎ 
sn (o) = | Lf (to 1)] مط‎ (R) dh. 


بادخال القيمتين (0+ f)‏ و (0- “٠)0‏ نول العبارة المحصل 
عليها : 
0 
dh +‏ (ل) Dn‏ ((0ك-)) سر sn (0) = Û ۱١ (to‏ 


~m 
7٨ 


+ | ]/ (to + [س(طة‎ (to + 0([ Dn (h) dh +- 


0 


+f (—0) 11 (A) dh + f (to 1-0) ٨ )8( dh =‏ 
ل 2 
f (to + 0)] 20 dh,‏ + ((0سوځ) [f‏ + ول جنل = 
حيث استعملنا غور نواة ديركليت «) ,2 . يتبين من التوطئية 
234 ان الكميتين :1 و # تؤولان الى الصفر عندما يؤول « الى © . 
إن الحد الاخير لا يتعلق ب ج وهو يساوي tT,‏ 
وهكذا إذا تحقق شرطاً ديني الوحيدا الجانب عند نقطة تقطع من النمط 
الاول. مثلا إذا وجد المشتقان: lim ٩۳٣/۰٩١‏ = زو بو ئ( 


/ )؛٧--0(‎ = lim Î (to —0)— f (۶ئ؛)‎ 
h0 h , 


فإن المجاميع الجزئية لسلسلة فوربي التابع ()/ تتقارب نحو العدد 
f (f — 01‏ + )0 + م) [f‏ > 
إذا وضعنا سلسلة فوربي التابم «) ۶ على الشكل: 
sin kt),‏ رط + (an cos kt‏ لا څک (1) 
1 


فان المجموع ا لجزئي من الرتية 7 لهذه السلسلة : 
sin kt)‏ رط + (an cos kt‏ 2 لب 0 
مطابق, كما رأينا ضمن 32.14. للمجموع التناظر من الرتبة 7 للتابع 
7/0 » في شكله العقدي؛ إذن فان نص النظر.ية حول تقارب السلسلة. 
الجانب ) وفي نقاط لقطم من النمط الاول ا يتحقق شرطا د 
الوحدي الجانب). 
نشير ايضا الى ان حشد حدود السلسلة (1) المشار اليه بالاقواس لا 
يؤثر في طبيعة السلسلة ذلك لأن وس په و 0حدءة  62.14(‏ أ). 
5 14 .4 . خاصيات اخرى لسلاسل فوري. تطبيقات . 
4 .14. حساب معاملات فوري. نشير هنا لبعض الخاصيات البسيط 
لمعاملاات فوري. الى تسهل علينا حساب هذه المعاملات. 
أ. اذا كان ۵)/ زوجياء أي إذا كان ()/ - ۵-)/ فإنلدينا 
sin nt dt =0,‏ 1(0 | وط 
وينشر ۵)/ حسب سلسلة فوري وفق التوابع cos‏ . زيادة على 
ذلك : 8 5 
f(D cosnt dt.‏ | > مه an = | ( (cos nt‏ (1) 
0 چو 
ب . إذا كان )/ مغد ات دص اد روه 
السية وم 11 ۸ an‏ 
8 زو بع ننه قوري وفق التوابع sin n‏ . زيادة على 
ذلك / / 


2 ع هته )1 | ليه‎ dt = Û f ) sin nt dt. 
0 


7- 
4 .24. أ. ليكن: ()/ تابعا كثير الحدود بتقطع. اي ان المجال 
1 ,اا ينقسم الى عدد منته من المجالات آيبرة ,رآ . 


1 7 ,.ء 1.٠.‏ ,0 د ېدون نقاط داخلية مشتر كة» بحيث يتطابق التابع مع 
كثير حدود 2 = )( 2 على المجال اوبرۀ ,را 
عندئذ يكون: 


0 m-1 1 


)رم 8 ذل d=‏ " 1 | جر سه 


وه 0هر 7- 
حول كل حد بالمكاملة بالتجزئة. 


1+4 
سه هبر حم 


26 
ك () و - | لخ () رم d=‏ )رم | 
7 / ر 


di = 








1 وبرا 
dt.‏ “1ه )£( ثم | ل e‏ (وبرځ) رم "١‏ (رع) رم] سلپ 
ر 
نكامل عددا منتهيا من المرات فس عا ا خالية من التكاملاات 
وتأخذ معاملات فوریي شكل كثير حدود ل /1 و رتم . يبين 


الحساب الماثل للمعاملات به و انها تمثل كثيرات الحدود ل 2 و 


sin ni; 9 COS nt, 





الرسم 2.14 


ينتج من النظريات العامة الواردة في 3.14 ان سلسلة فوريي كل تابع 
كثير حدود بتقطع )/ متقاربة نحو ()/ عند كل نقطة استمرار 
ل ()/ . إن هذا التقارب منتظم على كل مجال لا يحوي داخله ولا على 
حافته نقاط تقطع للتابع () / . ثم إن المجاميع المتناظرة تتقارب عند كل 
نقطة تقطع نحو القيمة ررم ع) / + (0 + 4 /) لل 


ب . مثال. نعتبر التابع جك - ()/ ( >4 >0 ) الممتد بصفة 


فردية على المجال0 > 1 > م»ء ثم بصفة دورية بدورة +2 على كل 
المحور مه >> : >> -ه-( الرسم 2.14). طبقا ل 14.14 ب فإن التابع 
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() 7 ينشر حسب سلسلة فوربي وفق التوابع sin nt‏ »© ومنه: 

















7 0 
7 Mut, ~—t COS nt |0 1 کم‎ nt 7 
۸ =| 3 د‎ 55 EE سے د‎ 
و‎ On 3— sin nt dt 3 E LE) di = g~. 

0 1 

MZ sin nt : )0, 2( وهكذا لدينا على‎ 

2 - 2 7 , 
n=1 


حيث ان السلسلة متقاربة عند كل نقطة (27 ;0) 4€ بانتظام في كل 
جال  6[‏ 8,27 . 6<0 . ثم إن جموع السلسلة منعدم بفضل 83.14 
عند النقطتين 0= و 2س٤‏ . 

ج. يكن في بعض احالات, عندما تعطى المعاملات © و 28 في شكل 
كثيرات حدود لوراك رزم ومن » يرثج صأهة . جع سلسلة فوريي 
والحصول على دستور صريح للتابع كثير الحدود بتقطع ‏ ()/ [12]. 
ورغم هذا فإن هناك سلاسل بسيطة جداً لا تمثل سلسلة فوربي تابع كثير 
حدود بتقطع كما هو حال السلسلة ر (راجع 14.14). 


1 
4 .34 . العلاقة بين قابلية اشتقاق التابع (0) f‏ ورتبة تناقص 
مغاملات: قوري )| 
أ. ليكن. )م تابعا مستمرا على الدائرة [» ,]= 0 له مشتق 
9) #مستمر بتقطيع . ولتكن ,6 معاملات فوريي التابع ) / 
( بالنسبة للجملة “© ) و ب معاملات فوريى التابع ۵۰)/ . لدينا: 
لسعو أ aa‏ 


ینسر 








ديه نم ره) j‏ سوا * سپ () سأي = 

إن الحد الخالي من التکامل منعدم هنا لأن () / = (#) م حسب فرض 
استمرار التابع (4) م على كل الدائرة © . ثم إن الاعداد >١‏ بصفتها 
معاملات فوربى لتابع مستمر بتقطع تؤول الى الصفر؛ نرى إذن ان 
معاملات فوريى تابع )۶ قابل للإشتقاق تؤول الى الصفر اسرع من 
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. من جهة اخرى فإن سلسلة الاعداد | م»| متقاربةء وهو ما يأقي 


من المتراجحة: 1 


١ F)‏ )مه۱ مهد اءها 





ومن تقارب سلسلة الاعداد 8 | . (بالنظر الى مقياس فيراشتراس 
6 نلاحظ أن ذلك يبين» بدون استعمال النظرية 63.14 التقارب المنتظم 
لسلسلة فوريى لتابع )17 يحقق الشروط المفروضة في هذا البند) اذا 
كان التابع ۸) م مستمرا وم نفرض وجود مشتقة فإن تقارب سلسلة 
الاعداد |,م| غير محقق عموما ذلك ماسنراه ادناه (35.14). 

ب. إذا كان التابع () م مستمرا وله مشتقات مستمرة حتى الرتبة 
(1 - ج) وكان المشتق (۵) م مستمرا بتقطيع فإننا نستطيع مواصلة 
تحويل (1) بان نرمز ب #۵ لعاملات فوريى التابع ۵) f"‏ :. 


مو في 4 


ویګه Ra‏ چ = ج ...ا شي د مه (2 ) 

تشكل المعاملات «-هم في هذه الحالة سلسلة متقاربة مطلقا (راجع 
أ)؛ وبالتالي. اضافة الى العلاقات (2). يمكن كتابة العبارة التالية 
للمعاملات :ىم : ٠‏ 

n= Ty (= k1, ,4.د‎ : 

حيث السلسلة |مه| له متقاربة. 
4 .44. أ. يمكن كتابة القضايا السابقة عكسياً ولو جزئيا. نفرض أن 
المعاملات ٠۰»‏ لتابع ۵)/ غفا الشكل: 


7 
en = و كسب‎ [On| >> ©, 771 2 
oo 
nT, هام ل2‎ m>2 "اد‎ 


عندئذ يكون ل 100 مشتقات مستمرة بما فيها المشتق من الرتبة: 
(2 - ) .ذلك ان سلسلة فوريى التابع )1 » ضمن الفرض الواردء 
.متقاربة بانتظام (حسب مقياس فيراشتراس) كا هو الحال فیا يخص 
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السلاسل التي نحصل عليها بالإشتقاق المتوالى الشکلي حتى الرتبة:2 - «: 


cene" = so )۸(,‏ ال 


,)8( م = (in) e"‏ مه ال 


oo, 
. لا‎ en (in)? ei" = spe (). 
م‎ 


نرىء بفضل 14 62 ج ان التابع )م مطابق ل )به . ثم من 
النظرية 87.9 الخاصة باشتقاق متتالية توابع فإن التابع ۵) م يقبل 
الاشتقاق ومشتقة يطابق ۵) ,ى ؛ لدينا نفس الشيء فا يخص التابع 
s8, (D,‏ الخ... اخيرا نرى التابع () f‏ يقبل الاشتقاق باستمرار 2 - :مم 
مره . 

ب. اذا كان للتابع )7 مشتقات مستمرة من كل الرتسب 
,... ,2 ,1 = ص فإن معاملات فوريى هذا التابع تحقق المتراجحات. 


E 
)1( lnl<S Hg, سبح‎ 





وبالتالي فهي تتناقص بسرعة تفوق سرعة اية قوة !| « |/1 وبالعكس إذا 
كانت معاملات فوریی تابع 1 تحقق المتراجحات (1) من اجل كل 
-1. 2 ... فإنه يتبين مما ورد اعلاه ان التابم ) / مستمر 
ومشتقاته من كل الرتب مستمرة. وهكذا فإن صنف التوابع القابلة 
للاشتقاق لا نهائيا تحدده الشروط (1) المفروضة على معاملات فوريى ٠».‏ 
تحديدا تاما. ش 
4 .54 .* مسألة المحيطات المتساوية . هى المسألة التقليدية التالية: اوجد» 
من بين المنحنيات المستوية المغلقة والمرنة بتقطيع ذات طول معطى » المنحنى 
الذي يحيط باكبر مساحة ممكنة. إن حل هذه المسألة هو الدائرة لاثبات 
ذلك نقوم» كما فعل هورويتز ) (Hurwitz‏ « بالإنشاء التالي. ليكسن 
() بن + (ه) م =  )(‏ التمثيل الوسيطي لمنحنى مستو مغلق ومون 
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بتقطع بل اما طول القوس ي فيمثل الوسيط (36.9 - ص). نفرض بادى 
ذي بدء ان الطول الكلى للمنحنى 1 يساوي ,م2 بحيث يكون 
 )(.‏ = (20)ء. نكتب نشري فوربى للتابعين #0 د () ل 
(an cos ns bn sin ns),‏ لا + كك = a (s)‏ (1) 
1 


)2( ٥ 
y (8) = + (en cos ns + مك‎ sin ns) ; 
2 لدينا من 34.14 أ:‎ 


2# (ه)‎ 3 ) nan sin ns حل‎ ٤8۷ cos ns), 
1 
y' )8( ع‎ 5 (— ncn Sin ns + م116‎ cos ns). 
1 
: )1(52. 14 بجا ان 1 = 2[(و) 'ر] + 2[() س) (36.9 - ص) نجد بواسطة‎ 


27 
28 {lz 2[(و)‎ + [y’ ول (((و)‎ 
)3( 0 
= ıt لا‎ 52 (ûf +b + c2 + d}). 


1 مق تنظبيق الدستور ۹(.9) باعتار المساحة © الواقعة داخل منحنى 
مغلق وبمراعاة 3(52.14) جد 
[zy' (s$)— yaz’ )5([ 08 « 3 11 (andn—bnen).‏ 1 6-4 (4) 


سیو 


أ 


انطلاقا من العلاقتين (3) و (4) ياي: 


)5( تم بو سه‎ + eh | (28 (andn —bqe)} = 


.0> ((25 + ه) (n®—1)‏ سل لم سل (nbn‏ سل {(ran —dn)*‏ 3 س 


وهكذا فإن المساحة © الواقعة داخل منحنى مغلق طوله 27 لايتجاوز 

«. نعالج حالة المساواة في (5)؛ من اجل كل =1 2.... لدينا: 
.0= وك + (ch‏ (1- شص) ,(اسم6 لوطه ,0 = nan —~dn‏ 

بصفة خاصة نحصل في حالة 1 < ” على ,0 = ر = بء ومنه 0 = ړا = مه 
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من نفس الاعداد 1 < ۸ 7 بوضع 1 = ,م نجد ,و ح مه مس = bn‏ 5 


پأتي حينئذ من (3) ان اس 5ن ب ثم ويمكننا وضع به وهه = يم 2 

.» سلو إن . بنقل ذلك في (1) و (2) نحصل في الاخير على: 

و( سه) ومن سل 2 = () نه 
: مه ) سنو + لك > (و) y‏ 

إن هذا المنحنى هو الدائرة المتمركزة في النقطة .(0/2» ,2/,ه) ذات نصف 
القطر إذا كان الطول الكل للمنحنى .7 يساوي عدد ,22 عد 1 نجري 
التحويل,1/هه: 2‏ ي 2٣/1,‏ د ذي يحول المنحنى ا1 الى منحنى '1 
طوله 27  36.9(‏ د) يحيط بالمساحة © 2/1(2) = G'‏ (16.9 ده 
ر). راوه gE,‏ 

اما في الحالة الحدية الق يكون فيها /2 داثرة نصف قطرها 1 فإن 
المنحنى ع هو ايضا دائرة لکن نصف قطرها يساوي (×1/)2. 
4 .64 . استعبال المتغير العقدي. نرمز لنقاط دائرة الوحدة 
(1 د ةن ل د 0 بالتغر العقدي اک = يا + ± = 2 1٧۴‏ يه ؛ په پوس 
نضع .) ۴ = () / . تأخذ سلسلة فوربى التابع ۶)9 الشكل: 

6 89 - "امي لا =)2( # = 1(/)۵) 

كنا التقينا في 54.10 بسلسلة من الشكل (1) وفق قوى ء (سلسلة 
لورانت). يكن التعبير عن المعاملات م6 بالتكاملات بالنسة ال 4 كا 
سبق ان فعلنا ويمكن ايضا التعبير عنها بالتكاملات بالنسبة للمتغير العقدي 
ء وذلك باستعال المساواة: dz = ie di = iz dt.‏ 
التي يأقي منها: 

پل F(z)"‏ كه ل - وق ein‏ )1( چ = en‏ 


l2l=1‏ سب 


إذا كان التابع وى مر يقبل التمديد تحليليا داخل دائرة الوحدة فإن 
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سلسلة لورانت» وبالتالي سلسلة فوریۍ ايضاء تصبح سلسلة تايلور: 
F (= Dent"‏ 
4 .74 . مثال. لنحسب مموع السلسلة وا . يمكن كتابة: 


gint 


- 5 اد + کر 
1 0 
وهذا ما و الى 8 حساب لع و او المجموع 
1 
عو . نلاحظ ان جموع السلسلة الاخيرة تنتج بمكاملة حدا حدا 
من 0 ای 2 السلسلة: 








2 1-2 


نعم (75.10) ان: !)وا ۱48 7 
80 -1) وس فك دو اا 





هذا إن اخترنا كسبيل للمكاملة في مستوى العناصر ‏ منحنيا لا يقطع 
نصف المحور الحقيقي السالب . وهذا يوافق في مستوى العناصر ج 
(ه 5 - 1)بنحنيا لا يقطع الجزء 1< من نصف المحور الحقيقي 
ا موجب. يكفي ان نكامل على طول قطع المستقهات [2 ,10 (وهو ما 
يضمن وحدانية تعيين التابع((ه ‏ 1) هط ). إن السلسلة (1) متقاربة من 
اجل .1 > | 5 | بحيث نجد : 


o0 
2۸ 


سلو ح(و12)1-- (2) 
ددد دوه 
 36.6( 2۶1‏ ج)ء بما ان التابع (2 - 1( 1n‏ يبقى مستمرا عند هذه 

النقاط فإن المساواة (2) ته تبقى قائمة من اجل تلك النقاط حسب نظرية آبل 

6. لدينا من اجل كل كته ام | |w‏ سد بر (75.10): 

م In w = In | w | + i arg‏ 
بصفة خاصة ان کان م = < ,0 حح و اوم[ فان طويلة وعمدة الكمية 
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1-2 يکن تعيينهما بسهولة حسب الرسم 4 3 . لدينا: 








پس = (2--1) arg‏ د هذة2 > | ج-1] 
2 0 
(2sin <) ١ ۴‏ ما -ا|2-)ا| ه1 
کا 3 In (1—z) = 1n (2sin‏ 
ومنه» من اجل tE(O, 2m).‏ + ` 


پچ سر 


جك ۳ (2sin ١‏ 0 = (ع2 --1) [n‏ سات 





n 


~48 





0 مه می 
1 پس مايال 2 )ج (2sin‏ 18ت ا 2 





الرسم 14 .3 
4 .84* مسألة الحلول الدورية. لتكن: 


)1( au" (f) Fau™ 1 () +... tamu (t) مح‎ (6) 


معادلة تفاضلية خطیة ذات معاملات ثابتة طرفها الثاني () ع . دوري 
دورته .27 . السؤال المطروح هو هل تقبل هذه المعادلة حلا () 4 دورته 
.2‘ 

نبحث عن مثل هذا الحل في شكل سلسلة فوریی: 

ې لا حت:)س«: (2) 
حيث ترمز .ۍس للمعاملات المجهولة. بافتراض انه من الشرعى الإشتقاق 
حدا حدا ## مرة السلسلة (2) وبوضع: : 

(() مو = an‏ ل ...+ 1زم ل “قوم 
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a () +... + amu (4.‏ = اا (ik)‏ صربلا 2 (3) 
من جهة اخرى». نعتبر : 5 
"وو ل2 () 8 (4) 


وهو نشر فوريى التابع .(م/ م . نقارن النشرين المتعامدين (3) و (4) 
فنجد من اجل کل =0 1ل 22 ...: 
ْ بم (ik)‏ م = مع 


» م‎ )k( ومنه» من اجل 0 عو‎ 
Uk = Êk _ 
p (ik) + 


وبالتالي فالحل المطلوب هو: 





1 8 نا 
2000 2 (5) 
تؤدي هذه الاستدلالات الكشفية الى النصين المواليين: 
أ. نفرض ان معاملات فوريى التابع الدوري () ي تشكل سلسلة متقاربة 
مطلقا (مثلاء )جم مرن بتقطع ) . إذا لم ينعدم (/ة) م من اجل 
0 1+ 22.... فإن المعادلة (1) تقبل حل" دوزي وحبدا: 
ذلك اننا نلاحظ الفرض الوارد انه كثير الحدود (م) م من الدرجة 
«# تقبل التحديد من الادنى التالي : 


.2 .. ,قط بلح (k=‏ ۴ 8< | (0) ۱۶ ه < | (0) ما 


ومنه ينتج أن لعل > | قي | 
بفضل 44.14 - أ فإن التابع ۵) » المعرف بالمساواة (5) يقبل مشتقات 
مستمرة بما فيها المشتق من الرتبة-7, ويمكن الحصول على هذه المشتقات 
بالاشتقاق حدا حدا في السلسلة (5). بنقل ذلك الى المعادلة (1) نلاحظ 
ان هذه الاخيرة محققة إذا وجد زيادة على الجل الدوري الموجود حل 
دوري آخر فإن الفرق )4د بينها حل دوري للمعادلة: 

a (4) =0.‏ + ...+ ۵) ۳ ې () ۷ ڼه (6) 
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نحن نعرف الحل العام للمعادلة ( 6 ). الذي يكتب بدلالة التوابع ذات الشكل 

, حيث 0 = (3) 5( 81.13 ). إن هذه التوابع الاسية لا تؤدي الى حلول 
دورية دور 2:7 الآ إذا كان ان = 2 (. . ,±2 ,±1 ,0 = م). بما ان الفرض 
ينص على كون هذه العلاقات غير محققة فإنه لايوجد حل دوري غير منعدم 
للمعادلة (6). وهو الامر الذي يثبت وحدانيةالح لالدوري للمعادلة(1 ). 
ب . إذا كان 0 = (#)م من اجل بعض الاعداد الصحيحة :8 = ا 
م ,... فإن العادلة (1) تقبل حلا دوريا دورته 2 إذا وفقط إذا 
كان (« ,. . . ,1 = ) 0 = رمع ( يبقى فرض النظرية السابقة حول التقارب 
المطلق لسلسلة الاعداد ٤‏ قاث))؛ إن هذا الحل معرف بتقدير الحد 


الجمعي “اورم و »> حيث ره ثوابت كيفية. 
1= 
ذلك انه اذا کان 0 = FT) En:‏ ,... ,1= ) فان العبارة (5) 
7 
بالثوابت الكيفية نز المتعلقة بالمعاملات کچ (التى هى من 


الشكل (0/0 في الحالة الراهنة) تمثل كما هو الحال في أ حلا دوريا للمعادلة 
(1). اذا كان لدينا ,0 = (اڼ) مء,0 عد ,يم من اجل عدد ,و = ۾ فإن 
نقل تلك العبارة في المعادلة (1 ) وبالضرب. سلميا المتطابقة المحصل عليها 
في -م نرى ان:0 = يع = (وة) م يعني ذلك ان المعادلة (1) لا تقبل 
دوريا إن البرهان على النقطة الاخيرة من النظرية ممائل للبرهان الوارد في 
. 

4. ختار من بين التطبيقات العديدة لسلاسل فوريى في مسائل 
الفيزياء الرياضية تطبيقين وهما: حل مسألة ذبذبة وتر متجانس ومسألة وجه 
توازن غشاء دائري. 

أ. نفرض ان لدينا وترا مثبتا عند النقطتين 0 و * من حور العناصر × 
وان هذا الوتر يطابق في حالة التوازن المجال ا ,10 (الرسم 14 .4). إذا 
اعطينا للوتر شكلا كيفيا ممثلاء على سبيل المثال» بتابع (د) م# ثم تركناه 
حرا فإنه يدخل في حركة تذبذبية. مرادنا حينئذ هو ايحاد التابع (نه )٤,‏ » 
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الذي يعين شكل الوتر في اللحظة ا . تستنتج المعادلة التي يخضع ها التابع 
ه٥‏ ومن الفيزياء» لرياََة وغي تکتب عند اعبار بض الششروط 
المختصرة, على الشکل: 


(ه 0u),‏ و„ (ت (t,‏ 621 
0 022 ۾ چ 08 ) 1 ( 


حيث » ثابت. يحب حل هذه المعادلة ضمن الشرطين الابتدائيين التاليين: 
1) )2 - ,0« (الشكل الابتدائي معطى) 
2) 0ے 80.2 (السرعة الابتدائية منعدمة). 

نقوم بحل هذه المسألة باستعهال سلاسل فوريى. لننشر التابع z(‏ ,2) س 
المعرف من اجل كل 0< مثبت على المجال [ ,10 حسب سلسلة 
فوريى وفق التوابع نت« مزه : 5 

(2) u (f, z2) > زم‎ bn (4) sin nz. 

علينا تعيين المعاملات () ,25 . نلاحظ ان الشرطين الابتدائيين 1) و 
2) محققان إن اخترنا المعاملات بحيث: 
3) مط = (0) م5 هو معامل فوريى التابع ;(±) / 
b4 )0( = 0. )4‏ 
ينبغي الآن على التابع (2) ان يحقق المعادلة (1). لدينا بصفة شكلية: 


)3( )مې 5 له‎ sin n2, 
1 


(4 ) اوت خ‎ nb, (t) sin nz. 


تكون المعادلة (1) محققة إن كان لدينا من ابعل كل =1 ۸ »...: 
Aan îbn )2.‏ = ۵) م (5) 
إن حل العادلة (5) بالشرطين الابتدائيين 3) و 4) هو: 
cos a nt,‏ ږا = ) په (6) 
وبذلك ياخذ الحل (2) الشكل النهائي. 
ÎÎb, cosant sin nz.‏ - (د u (f,‏ )7( 
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يكون الاشتقاق الشكلى في 3) و 4) شرعيا إذا كانت السلسلتان الواردتان 

فيها ضمن الطرف الثاني متقاربتين بانتظام بمراعاة (6) يكفي من اجل 

ذلك ان تكون السلسلة: مه 

21 bn" cos a nt sin nz ۱ ذلك ان تکون‎ 

متقاربة بانتظام على المجال :: >> 2 >> 0 ؛ ويتحقق ذلك بدوره إن 

كانت السلسلة ۸,۱٨۶‏ | ا متقاربة. ثم إننا نلاحظ ان السلسلة الاخيرة 
1 سر 

والثاني ويكون مشتقة الثالث مستمرا بتقطيع (44.14 - أ) 

الا 


نشير الى انه بالإمكان وضع الحل (7) في شکل لا يتطلب اي اشتقاق 
للتابع .(ن) م . هذا الشكل يتضح من کون 


u(t, 2( لا و‎ bq [sin n (z + at) + sin n (z— at)] — 
1 


= [f (a at) +f (z—at)]. 
نقصد هنا ب ري )۶ و ,(ه -)/ في حالة خروج المتغير‎ 
(او هه 2 ) من ساحة اتالتعريف الابتدائي ]« ,0[ للتابع‎ z+ نم‎ 
على المجال'[0,:-] متلواً‎ f )#( نتيجة الامتداد الفردي ل‎ »/)2(. 
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بالامتداد الدوري» الذي دورته 2 على كل الحور مه > ± > مه 
هناك سؤال مطروح: ما معنى القول ان التابع (8) يحقق المعادلة (1) 
عندما لا يقبل التابع (ه) م# مشتقا ثانيا؛ تجيب الفيزياء الرياضية دون 
صعوبة معتبرة عن مثل هذه الاسئلة بتعميم مفهوم الحل ذاته» سوف لن 
نقدم تفاصيل حول هذه النقطة [11]. يبين الرسم 5.14 الوضعيات 
المتوالية للوتر المتذبذب التي يعنيها الدستور (8). مع العام ان الوضعية 
الابتدائية هي الوضعية الاولى. 
ب. وجه توازن غشاء داثري. نفرض ان غشاء وضع فوق القرص: 
(1 > ر + )= 0 وثبّت بواسطة الدائرة (1 دين + ”)ذ٣‏ » 
ونفرض ان شكل الغشاء فوق هذه الدائرة معطى بتابع مستمر ۵) / = ۾ 
للزاوية القطبية ٤‏ . في حالة التوازن تحت تأثير قوى التمطط) ياخذ ١‏ لغشاء 
الشكل الممثل بتابع (س ,ه) به = : ( الرسم 6.14). نستنتج المعادلة التي تخضع 
ها هذا التابع من الفيزياء الرياضية؛ وهي ممثلة ضمن بعض الشروط 
المختصرة بمعادلة لابللاس: 





د 02 
.0= 7 +> (9) 


يجب البحث عن حل #۵ ,#)« للمعادلة (9) مستمر في كل القرص 0© 
(نقول عن مثل هذه التوابع إنها توافقية؛ راجع 81.10 ) ويساوي التابع 

9) على المنحنى .۲ . 

لايجاد «د.م « ننشر التابع )1 حسب ساسلة فوريى: 

,)(- + »مها إلا‎ nt + bq sin nt). 

نستعمل الرمز ‏ من المحتمل الآ تتقارب سلسلة فوربى التابع المعطى 

f )0(‏ غو نفس التابع (سنرى ذلك في 15.14). نضع ضمن 
الاحداثيات القطبية: 


(10)u 2 (= رح بك‎ r" (an cos nt bn sin nt) (< 1). 
1 
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إن التابع 2 ,)س هو الجزء الحقيقي للتابع التحليلٍ 


)11( لا + فك‎ (an—ibn) 2 (r=|z| <1), 

1 
وبالتالي فهو يحقق معادلة لابلاس (81.10) داخل القرص .0 . لنثبت ان 
الشروط الاخرى حققة ايضا. نكتب معاملات فوربى بشكل صريح فيأتي 


7 


u(r, = (Dart 


7 


oo #7 
أ 2 ې‎ f (T) (cos nt cos nt + sin nt sin nT) r" dt = 
1 اچ‎ 


r"cosn »-( dr.‏ و )2( 1 چ 
a 1‏ 


يمكننا هنا تغيير ترتيب الجمع والمكاملة لأن مقياس فيرشتراس 35.6 


يبين ان السلسلة المكتوبة بين حاضنيّن متقاربة بانتظام بالنسبة ل ٤‏ من 
اجل .r<1.‏ 





لدينا من 74.6 - س: 


2م —1 41„ n 1—rcos0‏ 1 
0-7 20 2 )مه وس = cos nO‏ رن فو 
ومنه 
رب ؟ 1 
= جچسچ ني ١‏ | چغ =0 u),‏ 
)7 
7 5 1 
f(r) Pr (t—t) dr,‏ | = )12( 
۱ 3 
وس 
(r<1);‏ 7 


1 
Pr (t) 2x 1-27 8-٤ 


253 


يسمى هذا التابع نواة بواسون ( 7015508 ) 


بما ان مقام 0 بواسون له الشكل : 
عي زو څه + 8( ب )1‏ = 72 -ل cost‏ 1-27 


فإن هذه النواة غير سالبة. لنتأكد انها تتمتع بخاصيات تابع ل ؛ في شكل 
دلتا من اجل 1 سم . نضع في (12) 1--0)/ فينتج من (10) 
.1 = )1 7 3 إذن: و 0 


م من اجل کل .0<ة » لدينا ار 








dt 4 r 
پئ »> ب ب | سل > جك و),م‎ 
|2126 zo )1 ۳ه لقم‎ sin 3-5 4r sin سی‎ 


الذي يبين 
.0 ع 46 () رط | lim‏ 


5o‏ يم 

بتطبيق النظرية 55.12 - ٣٧‏ التوابع ذات الشكل دلتا نرى ان 
لتابع ,)» المكمل بالقم ()/ على المنحنى 7 مستمر في القرص 
0. وهو المطلوب. 

پېرهن في نظرية العادلات ذات المشتقات الجزئية على وحدانية الحل 
الوارد اعلاه في صنف التوابع التوافقية [11]. 
ج - تستخلص من مسالة الغشاء هذه نتائج اخرى من بينها نتائج رياضية 
محضة. ليكن ۵ ,ى س تابعا توافقيا داخل القرص (1 > ) يأخذ على 
الدائرة 1 حم لقم المستمرة المعطاة.1) f‏ . حسب ما بينا في ب 
وبمراعاة الملاحظة حول الوحدانية فإن الحل يكتب من اجل 1م 
بواسطة تكامل بواسون (12). تؤول معاملات فوريى به و لط التابع 

2)/ الى الصفر من اجل ,مه + م اما سلسلة تايلور (11) فإن نصف 
قطر تقار بها لا يكن ان يكون اصغر من 1 . وبالتالي فهذه السلسلة تمثل في 
القرص ب م تابعا تحليليا جزؤها الحقيقي هو التابع (12) (اي التابع 
التوافقي المعطى) اما الجزء الخيالي للسلسلة (11) فيعطينا تابعا توافقيا 
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0 ,)م مرافقا ل ۵ ,)ا . وهكذا يقبل كل تابع توافقى تابعا 
توافقيا مرافقا . نحصل على الشكل الصريح للتابع و ,من بتعويض في 
الدستور (12) نواة بواسون () ,۶ بتابعه التوافقي المرافق. هذا الاخير 
هو مجموع التوابع المرافقة لحدود السلسلة (10). 


rsin 2‏ 1 
2م لغ وون 1-2 216 


1 
(74.6 2 س) لدينا في. الختام فیا خص التابم الطلوب ,0 V(r,‏ الدستور: 


نو 1 
انس 1 | =( (r,‏ 
تنس . 


o0 
وزو "مر 2 و‎ nt = 


2r cos (t— 7T) {r2 


8 5.14 . تباعد سلاسل فوريى والجمع المعمم 
4 .15. إذا كان ()۶ تابعا مستمرا فإن مسألة تقارب المجاميع 
المتناظرة لسلسلة فوریی» إن لم نفرض توفر شرط دينىء مسألة لا زالت 
لحد الساعة مفتوحة. فقد تبين ان هناك توابع مستمرة مجاميعها المتناظرة 
الخاصة بسلسلة فوريى مجاميع متباعدة ( في نقاط منعزلة على الاقل). ينتج 
ذلك في الواقع» من کون نوی ديركليت لا تشكل: متتالية في شكل دلتا 
او على وجه التحديد من كون: 
sup | 1D. (0| t= oo,‏ 


-71 


وهو ما ستراه. 
نحن نعام انه يمكن كتابة مموع جزئي متناظر ۵) په لسلسلة فوربى 

لتابع )م كا يل (1(73.14)) 

sn (f, حدق‎ Û 1(1) Dn () dh, 

8 sin (n+) ۸ 


: 1 
تد دمه يو لك 
5 


نضع للإختصار 0 1 بحيث ان: د 
sn (f, 0(- | 1 (Dn )( dh.‏ 
متتالية تابعيات خطية على الفضاء الباناخى (0) م المؤلف من كل التوابع 
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العقدية الستمرة على .[» ,م]: . سنرى ان نظيات هذه التابعيات اي 


| Dn (lak. ا‎ 


(17.12 - ل) تؤول الى لا نهاية. سينتج من ذلك» حسب نظرية باناخ - 
ستينهاوس )  47.12( ) Banach - Steinhaus‏ أ)» وجود عنصر من 
الفضاء ,(0) "0 اي تابع مستمر ,() / تكون من اجله الاعداد 
(0 ,70) ۸ه غير حدودة يعني ذلك ان سلسلة فوريى التابم )1( fo‏ غير 
متقاربة (حتى تناظرياً) عند النقطة .0= ٤‏ . 
رذن ترد المسألة الى اثبات العلاقة: 
۱٥۰0١ | :- 3‏ | وره 


بتطبيق التراجحة >1 > 0) چ > ل نكتب : 
1 5 
h‏ يعي لم | sin‏ 

155 (2+ما 


بد اه 
2 


71 
j |. )00 | ديه‎ 
-7 


نري اللعويض (n + 1/2) h = t‏ وا على 
(n+t-1/a)‏ 
a.‏ ا | (Da mlanz‏ 
0 1 
تتزايد الكمية الاخيرة لانهائيا من اجل مه ج بر وهذا حسب تباعد التكامل 
الموسع ل |١‏ ¿ مزو| في المجال (0,65)  61.11(‏ أ). ذلك ما يبرر 
هذا 2000 
نشير الى وجود تابع ۵),/ » مع تباعد سلسلة فوريى» في کل كرة 
( م > زع - ۱۱١‏ :)- ي ن من الفضاء (0) ٠ع‏ . من اجل 
كل تابع من هذا النوع.فإن سلسلة طويلات معاملات فوريى متباعدة هي 


سس س 

۴۰ يتبين من النظرية الحديثة .ل كارلسون 8168008 (1966) ان نقاط تباعد سلسلة فوريى لتابع ۸4 3 
(5, 0 # تمثل استثناء : من أجل كل 5>4 فإن كل هذه النقاط يكن تغطيتها بجاعة قابلة للعد من 
المجالات. جموع اطواها اصغر من 4. 
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الاخرى لأن تقاربها يؤدي. حسب مقياس فيرشتراس» الى التقارب المنتظم 
لسلسلة فوریی. ا : 

4 .25 . هناك سؤال مطروح: هل يكن تجاوز هذه العقبة باستخدام 
بعض طرق جم السلاسل المتباعدة (67.12)؟ نعتبر طريقة المتوسطات 
الحسابية (سيزارو 065860 ) التى تتمثل في الانتقال من المتتالية الابتدائية 


: الى المتتالية‎ 7 S2, . ۰ و‎ Sns ه‎ ٠٠ 
o =n (س2بلاسم)‎ 


لدينا هنا مباشرة اجابة عن السؤال المطروح: 
نظرية (ل. فيجر ۳667 1905 من اجل کل تابع ۵)/ مستمر على 
الدائرة .(: > >> <:-) ح 0 , فإن متتالية المجاميع الجزئية المتناظرة 
لسلسلة فوربى "مع 2 ۵ ٢ه‏ متقاربة نحو f).‏ بانتظام على 


0 بمفهوم سيزارو أي ان لدينا : 

C-lim د‎ sm (£) = lim OTe. . ٢٤۰د‎ () = f) 
0. بانتظام على‎ 
المرهان. طبقا ل 73.14 فإن لدينا:‎ 


-) م1 (0) 7 | - ()مه 
وبالتالي : ١‏ 
1-1 71 
j1 3 Dn(t—r) dr.‏ شت ۵) په 5 له )مه 


m=0‏ ت 


59 ثم لدينا:‎ 
n~1 sin (n+) 


ا ال 2 سل = Dn, (h)‏ 5 


m=0 sin 2 


2 2 
3 sin 8 
اسم‎ 2 


5-1 sin (r+ ) sin 4 


n—1 
1 3 cos mh — cos (mn 1( ۸ 1 1-68 ۸ 1 


1 3 7 an 1 
Û 2 sin? سی سج‎ 2 sin® g~ sin 
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إذن: 





(1) on ()= سو‎ ١ f(T) dr. 
١ 2 








التا موو 5 
يسمى سب د 1 


2717 
sin 





نواة فيجر . خلافا لنواة دير كليت فإن هذا التابع غير سالب. ثم إذا كان 
,1= ()/ ناس )په د لح نی وينتج من (1) ان: 
!هه ()۶۰ | 


: 6<0, اخيرا لدينا من اجل کل‎ 
ً Fn (t—t) dr = 1 Fn (h) dh< 
۸-6 





8 
1 dh C(8 
< | 8ع فب‎ 

ح sin‏ ودلم 


وهكذا فإن نواة فيجر يتمتع بكل خاصيات متتالية من الشكل دلتا 
(55.12 - أ). بتطبيق النظرية الاساسية 55.12 د على المتتاليات ذات 
الشكل دلتا نجد ۵) 7/< () وه وهذا التقارب منتظم بالنسبة ل 
06 » وهو المطلوب. 

4 .35 . إن المع بطريقة المتوسطات الحسابية حالة خاصة من الجمع 
بواسطة مصفوفة توبليتر: (76.12 - ج). من الطبيعي ان نتساءل عن 
الشروط التي ينبغي فرضها على مصفوفة توبليتز || ہي || = 7 لكي 
تتقارب سلسلة فوريى اي تابع مستمر () ۶ نحو هذا التابع نفسه. نذكر 
اننا طبقنا اعلاه مصفوفات توبليتز في جع متتاليات محدودة؛ الا انه قد 
تكون متتالية مجاميع جزئية لسلسلة فوريى تابع مستمر متتالية غير حدودة 
(15.14)؛ لن نعتبر إذن سوى المصفوفات المثلثية لتوبليتز التي يحوى 
سطرها من الرتبة * على الاكثر « عنصرا غير منعدمء والتي تسمح إذن 
بانشاء » حسب اية متتالية عددية (... ,وه ,به ,مم حء ب التابعيات 


o0 n 
Tn (= 2 167: = 2 QnmCms 


m=0 1-0 
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إن كانتت ) ,1 ها موجودة» نضع تعريفا 0 1 T-lim en = lim‏ 
لتكن إذن || ...و || = 7 مصفوفة مثلثية لتوبليتز و .| سم9| 2١‏ 0-500 
لبك 


(m=1, 2, «..)‏ 4۵۰ (ۍ-))م08)() -()مه ,(۵)مه) s()‏ 


متتالية المجاميع الجزئية المتناظرة لسلسلة فوريى تابع ()17 ؛يرمز 

© مرش دائا لنواة ديركليت: . ړم 5 

:(جدم) 1 

Dı, ) = مسل‎ 
8181 

لديئا : 


Tn )8( = 5 QnmSm () = 0 dnm 1 ))--( 01 


e 4 


5 1 0 م‎ 81 = 00 (ddr, 
1 e 1 


5 
حخټي) 


2 


(#امظمو لا - ین 
نظرية (س. نیکولسکي 56 1948). اذا وجد ثابت 0 سح 6 
بحيث يتحقق. من اجل کل 20-2 1 2. ...» المتراجحة: 

)1( [I0n (Dlat<C, 

فإن )( lim Tq, (s (©) = f‏ بانتظام بالنسبة (r, al. J‏ 14 من 
اجل كل تابع مستمر .() ۶ . إن كان الامر غير ذلك فإنه يوجد تابع 
مستمر ر ۽ تكون من اجله الكميات (۵) 6 ,15 بدون نهاية, 
مثلاء عند النقطة 0 = غ 
البرهان. ما ان الشرط (1) محقق. نثبت ان النوى )9 تشكل 
متتالية ذات الشكل دلتا. 
لدينا في البداية : 

سم حي و ج ا مهو لګ ل 


m=1 m=1 


بفضل خاصيات نواة ديركليت وعناصر مصفوفة توبليتز. ثم» من اجل 
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كل ,0 << 6 > لدينا: 
Dn () dt |< 3 [anm| Dns,‏ 1 همه لا |= | Qn (dt‏ 1 | 
هت١٤ Its‏ 


7-1 mat 


0. 


Dn =| ! Dn, )0 dt| 
t28 


من اجل 8 مثبت فإن الكمية و2 تؤول الى الصفر عندما ده + , 

( 23.14 ) وبالتالي فهي حدودة؛ نضع D6 8010٥‏ . من اجل عدد 

0 معطى نبحث عن رقم ,7 بحيث (20)/ه حا عندما 

m yz mo‏ . نختار بعد ذلك عددا N‏ بحيث 00م 6/)27 >> | دمو | من 

اجل ٣,‏ > »ې بر ير .هذا امر مکن بفضل خاصيات عناصر مصفوفة 
توبليتز. حينئذ نجد من اجل ,۸ < ھ : ش 


یي ووک < وم | nm‏ | 5 حل Dms‏ | صم9 | 5 >> | Qn (kat‏ ۱ | 
8 


m=—0 (4 
) . : ينتح من ذلك ان‎ 
lim’ 1 Qn () dt =0. ٤ 
| <6 


نرى من (1) ان () ,0 متتالية في شكل دلتا. بتطبيق النظرية الاساسية 
الخاصة بالمتتاليات ذات الشكل دلتا 55.12 د نصل الى التقارب المنتظم 
للمتتالية (۵) 5) 51 نحو () ۶ » وبذلك ينتهى نرهان الجزء الاول من 
النظرية. اما الجزء الثاني فيأقي من نظرية باناخ E‏ بنفس الطريقة 
الواردة في 15.14. 

إذا كانت النواة 9) ,0 غير سالبة فإن الشرط (1) متوفر. ينتج ذلك 
من الدستور الاول الوارد في برهاننا. بصفة خاصة فإن نواة فيجر 
(25.14) من هذا النمط. 
4 .45. طبقنا في 94.14 ب مرة اخرى طريقة جع معمم» فقد راينا 
انه إذا كانت 


60 

م6 

“+ 3) (an cos nt + bq sin nt) 
1 
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oR AE 5‏ 13 ګا-و/ر 


يمكن اعتبار ٠‏ الان من هذه ١ه‏ المساواة كطريقة جع معمم لسلسلة 
فوربى. تسمى هذه الطريقة طريقة الجمع المعمم بمفهوم بواسون وهي 
تطبق ايضا على توابع f0‏ متقطعة حتى ولو ان ذلك يؤدي الى نتائج 
اقل دقة. 
5 14 .6. امثلة في الجمل المتعامدة. 

4 .16 . المعامدة. تمثل جملة التوابع اللمثلثية» مثالا نادرا نسبياً لجملة 
متعامدة مشيدة بذاتها. ننشىء في العديد من الحالات جل متعامدة انطلاقا 
من الجمل غير المتعامدة بطريقة ء العامدة» الوارد وصفها في 34.12 ص" 
شد د سه ...ا f‏ جملة اشعة في فضاء هيلبرتي 


H‏ ( حة حقيقى او عقدي). منتهية او غير منتهية ومستقلة خطيا اي ان كل 
جلة جزثیة منتهية يا ٠ ٠٠٠.‏ مستقلة خطيا بالمفهوم الجبري المعتاد 
نعين الاشعة ... .مم ,... :8 بواسطة العلاقات التالية: 
fi,‏ 1 
fa,‏ د ووه = g2‏ 
ود دوه dg f1‏ = وع . )1( 


ور دوه + ansfa‏ دوه = مع ا 
نبرهن ان الثوابت .ره في الدساتير (1) يمكن اختيارهاء وهذا بطريقة 
وحيدة» بحيث تكون الاشعة  868« ...٠‏ متعامدة مثنى مثلى . 
4 .26. كثيرات حدود لوجندر (1.68600:6). نعتبر في الفضياء 
ال هيلبرتي (4 ,1-) 81 جلة التوابع "لست يپ ,. . . f‏ و 1ك 
ونطبق علیها نظرية المعامدة. با ان التوابع. ...1 ,1مستقلة خطيا 
فال فرش ات غ ارو 4 Ea‏ «#للفضاء الجزيئي 
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المؤلف من كثيرات الحدود التي لاتتجاوز درجتها # العدد .« . إن التابع 
© يم كثير حدود درجته م معاملها الرئيسي يساوي 1. يتبين ان 
الدستور :الصريح لكثير الحدود ) 8٤‏ هو: 
gn ()=Cn ]) — 1)],‏ . )1( 
وهذا مها کان .۲ . 
لإثبات ذلك يكفي , بمراعاة الوحدانية الواردة في 4 ,16 , ان نلاحظ 
بأن كثير الحدود 3 الذي درجته #متعامد على التوابع 
ا r‏ ,31 
توطئة. إن التابع ٣ر4‏ _ ,) منعدم عند النقطتين 1 و 1- وكذا مشتقاته 
المتوالية بما فيها المشتق من الرتبة -(1 - ”)+ اما مشتقة من الرتبة ” فهو 
غير منعدم عند هاتين النقطتين. 
البرهان . ينتج من التمة بل 49۳ = ٢ه‏ د »اب ٨م‏ ومن دستور 
لمبنيتز 8 1)). بصفة خاصة: 
.۱ = | [ (1--ځ) 17 سل 2)] = يرز 1)7 — )1 )2( 
نظرية. إن كثير الحدود (1) متعامد في الفضاء (1 ,1-) ٨‏ على التوابع 
E‏ 1 
البرهان. نكامل بالتجزئة فنجد من اجل:» ‏ ۾ : 
= 01 ۲( (1--۸2)| أ 1 = (™][")1—*(([ ,##) 


-1 


(¬1, 


=F ۳ (( — 1)1 dt.‏ | 1(۳ )] ۳ ے 
إن ادر الا بدون تكامل تنعدم في 5-0 تكامل بالتجزئة التکامل 


(F, ((— 1)"]™) ې 1 6-2 #1 2([ ٩٩م ے‎ 
1 َ 
4 k (k— 1( اع‎ [( — 1)] di=... 





1 
..= kk ١١ )) — 1"F dt ع‎ + k![ (t2 — او‎ = 0, 
-1 
وهو المطلوب.‎ 
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من اللائق للحسابات ان نعوض التوابع المتعامدة المحصل عليها بتوابع 
متناسبة تساوي 1 من اجل .1 :. هذا الغرض» نضع ف (1): 
1/(2nl),‏ = «1(06/بمراعاة(2 ) نخصل عندئذ على كثيرات حدود من الشكل : 
..,0,1,2سم) ”1"1 —  Pa(D= TI‏ )3( 





تسمى كثيرات حدود لوجندر 

بصفة خاصة: 

8-277 کس ()وص ,)+ P2 ()=È (F—‏ لس ۵) رھ ,1ع (۵),ھ 
4 ,36 نبحت عن نظم كثير الحدود لوجندر.) ,۶ . لدينا: 


1 
ع يك ٨-1) (۳۱ )۵-1) ٥١٢‏ | يبيو - زرط ) 
1 


س 1 77-2( — غل ")1 > 





ينعدم الحد الوارد بدون تكامل حسب التوطقة . بمواصلة المكاملة بالتجزئة 
حتى تصبح رتبة الاشتقاق في العامل الثاني اا تحت رمز المكاملة منعدمة 


1 
نحصل عل ے ون ترس ۳۰ و سس | 0 > زرط (Pn,‏ 


-1 


1 
- 45 (2n) 5 
AED! f ې زو‎ dt. 

-1 


نكامل مرة اخرى پال E‏ لتخفيض اس 1ع 


(— 4)" (2n)! n (t4 171 د‎ 1)41 
(Pn, Pn) 1م ال‎ tr |م-‎ e- ړول‎ | 








1 
(—1)r (2n)! (—1)r r! 1 (F-12411 
Tar (r3 (n F-1) ... 2n | (+1) d= gn 7 22-1 7 





(1) ۱۶۰۱-۷۶ Pn= [/ یه‎ 
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4 .46 . النشور وفق كثيرات حدود لوجندر. يمكن ان نصل کل تابع 
(4 ,14-) 11 ع () f‏ بسلسلة لفوريى - لوجندر خاصة بهذا التابع: 
٢‏ 2 ا )1 

طبقا ل 14 .71 فإن المعاملات ۷۰ N)‏ فوریی E‏ تحسب 


اسطة الدساتير: 

بواسطة الدساتير ر ١‏ 21 و د pn‏ 

نبين كما هو الحال في 42.14 بخصوص سلاسل فوريى التقليدية» ان سلسلة 
فوريى - لوجندر (1) متقاربة نحو )217 بمفهوم المتوسط التربيعي: 


مه حج) ٨-2 Px (| dt>0‏ | = | مهم 5 -0) | 
h=—0‏ 
وهذا عندما يؤول n‏ الى 0+ . 
لدينا مساواة بارسفال: 98 ! 
spl‏ 8 - ې I= [UO‏ 


1- 
14 256 نورد نصوص النظريات الخاصة بتقارب سلسلة فوريى لوجندر 
عند النقاط المنعزلةء وبالتقارب المنتظم الماثلة للنظريات الواردة في 
3⁄48 . 
يكتب الجموع الجزيثي لسلسلة فورنى - لوجندر على الشکل: 
سمهو مور صوحف و -0 هد ل - 6 Sn‏ 
A ar‏ وبمه ګر - 


-1 





م ٢٧‏ اوبېی ههڅ و و ی 
0 
نواة فوريى ‏ لوجندر . يمكن اجراء عملية الجمع صراحة؛ تسمى نت نتىجة 
هذه العملية متطابقة كريستوفل - داربو ( Christoffel-Darbou‏ ) ( راجع 
ال ° 11 
التمرين O Pn (Par‏ وغ يع ده Ln (t, T=‏ 
مو , 


204 


بمعالجة نواة فوريى - لوجندر كا عالجنا نواة ديركليت نستطيع البرهان 
على النظرية التالية: إذا كان تابع (1 ,14) رع () ۴ مستمرا عند 
(4 ,4-) ع من = : وقبل مشتقين  0(‏ ؛) م و ,(0 +  )۵‏ 
منتهيين فإن سلسلة فوريى لوجندر 1(46.14) متقاربة عند النقطة هئ نحو 
القيمة f (t0)‏ 1 إن هذا التقارب منتظلم على كل جموعة 
E ]-1 + 8, 1-81‏ حيث  0(‏ ,م) / و(0 ل مث) #تحدودان تتقارب 
السلسلة 46.14 (1) غو [ (0 + ) / (0 مم م عند كل 
نقطة تقطع من النمط الاول ( (0 - )اه .[(0 + )م محدودان). 
نجد برهانا على هذه النظرية في (24). 


4 .66 . كمثال تطبيقى لكثيرات حدود لوجندر في الفيزياء الرياضية نشير 
الى المسألة التالية (راجع 94.14 ب). نريد حل معادلة لابلاس: 


0 02 02 
02 ۳ 0 z2 =0 


في الكرة1 > فر ې سن د عبوس مر بحيث ياخذ التابع » على حافة الكرةء 
اي من اجل 1 م ٠‏ الق المعطاة (0) f‏ = ,م التي لا تتعلق الا بالزاوية 
7 التي يشكلها الشعاع (ه ,س ,)4 وحور الغناصر .ع . لانشاء الحل نقوم 
بما يلى: بعد نشر التابع (0) وفق كثيرات حدود لوجندر حسب 


5 cos 0 التوابع‎ 
f )0(- 2 Yn Pn (cos 0), 


نحصل على التابع المطلوب (0 ,7 u = u‏ حسب الدستور* : 

pnr"Pn (cos 0).‏ زم = )0 u (r,‏ 
4 .6 . جل متعامدة اخرى. نبد في الفيزياء الرياضية جلا متعامدة 
كثيرة. نشير هنا الى اكثرها استعالا. نحصل على كل هذه الجمل بنفس 
الكيفية : نعتبر على مجالمه ل > 5 > د >> »> مه تابعا(2) غير سالب 
(«تابم ثقل ») يستخدم لإنشاء الفضاء التابعي 81 ,ھا Hpas)‏ المزود 
* راجع مثلا [26]. 
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'بالجداء السلمى : 5 

(f, وهو(‎ | f (®) (ها) م (ماع‎ dz 
ثم نطبق على التوابع .. ,هي ,ى ,4 طريقة المعامدة الوارد وصفها العام‎ 
. 16.14 في‎ 
أ من أجل 1 -».. ,لس نء ,1= ) م فحصل بطبيعة الحال على‎ 
كثيرات حدود لوجندر.‎ 


ب . من اجل ,4 = 0 ,4 = 5 ,شه 1/11 (2) م نحصل على كثيرات 
حدود تشبيتشاف ) )Tchébychev‏ : 
Tn (a) = cos (r 6 cos 2:‏ 

cos.‏ = ب“ ويصبح حينئذ الفضاء (1 ,4-) ووم متشاكل مع الفضاء 
: ,0( لا . 
ج. من اجل 0 a=‏ و ,4= و 0-4( |)) 2ے = (2) p‏ حخصل 
على كثيرات حدود جاکولي ( كثيرات حدود فوق هندسية) 

من اجل,مه ‏ = هو,مه عدم وم = (#) صر خصل على كثيراث 


حدود هيرميت Hermite)‏ ( هړ هسو) HS Cet‏ 


ر. من اجل ,0 سه وب = ۵ ,و ,6-5 - #) م. نحصل على كثيرات 


:) Laguerre ) حدود لاغير‎ 
Ln (z) = Cre" [ae *]™., 


تلجأ الفيزياء الرياضية وبصفة خاصة مسائل التذبذب. ايضا الى العديد من 
الجمل المتعامدة المؤلفة من توابع مصعدة (او المسامية) (راجع 22١‏ »). 
جد القارى عرضا لجمل التوابع المتعامدة في [25 ] و 191). 
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تمارين 
بنشر التابع الفردي المساوي ل 4/» في ,و د 0 حسب سلسلة 
فوربى. احصل على علاقات اولر التالية: 


7 1ل 11 
E a‏ چم سه 
7 1 1 
7 سرچ ارس ېس لپ 4 
7 41 1 1 1 
277387 ۱ 0 


فوربى احصل على علاقتي اولر التاليتين: 


2. بنشر التابع الزوجي المساوي ل ۶ في ,» >ء 0م » حسب سلسلة 


1 1 1 n2 . 
i++ اميل‎ 
2 
4 1 1 1 7 


ل 0 


3. اوجد موع کل من لَمَلطلتن؛ 





COS Zz 605 22 cos nz 0 
1 ځا پس‎ nl )...د‎ | 





4. إذا 00 الجزئية لسلسلة فوريى في الفضاء :0 )0 م 
جموعة شبه متراصة  39.3(‏ أ) فإن سلسلة فوريى متقاربة بانتظام . 
5. برهن على تقارب المجاميع المتناظرة لسلسلة فوريى عند نقطة بجوارها 
يكون التابع )۽ المنشور تابعا رتيبا. 
6 . (تتمة). برهن على ان المجاميع المتناظرة لسلسلة فوریی تابع 1)9 
متقاربة بانتظام على كل مجال داخل مجال يكون فيه التابع )7 مستمرا 
ورتيباً . 

7. نفرض أن تابعا ۲)9 يحقق الشروط التالية: 

f(D, fJ (€ 28 = f 1‏ > ۵ - »)0,1 - (م (,۵) رد ور 
2 100 مستمر. 

3 ۶)0 مستمر وغير متزايد فص اجل ;۸/2 > ء > ں 
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١1»)‏ ونا ؛ اي ان قطعة المستقم المعينة بالماس للمنحنى 
۵« على حور التراتيب تكافيء . من اجل ,٠ء‏ » احدائية الئاس 
(الرسم 7.14) 
اثبت ان العاملات ,ةه في سلسلة فوريى التابع 0)/ 
8 
لها الشكل: مم من اجل « زوجي؛ معدل) بب من 


bn 


اجل n‏ فردي حيث On > 4/x,‏ 3 اا 
1 





8 . باستع‌ال حل التمرين 7ء اعط مثالا لتابع مستمر له سلسلة فوریی 
متقارية بانتظام على «Î‏ بوم وسلسلة معاملاات فوريى غير متقاربة 
9 . باستعال حل التمرين 7 اعط تابع 1 له سلسلة فوريى: 
ايا 
متقاربة بانتظام على پږ يی في حين تكون لكل من السلسلتين 
eneint‏ 2 ارت 5 

, مه- 0 
نقاط تاعد. 
0 . لیکن )م تابع ثقل (76.14) و: 


”+ ولاو سل تيه يرق سل ana"‏ حت (:2) Qn‏ 
متتالية كثيرات الحدود المتعامدة والمتجانسة الموافقة له. برهن على دستور 
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التدريج : 








,)2( وټ اګ + (a)‏ رم Part‏ -مظ +20 (1) 
1 . (تتمة) ائثبت متطابقة كريستوفل ‏ داربو : 
n‏ 
)١( Qn+4 2‏ 4 انا QR (= Qn )2( Qn+4‏ )#( :0 2 
0ق 





2 . (تتمة) برهن على انه كثير الحدود (0<14 0) په يقبل « جذرا 
في المجال .[5 ,ه] 
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نبذة تاريدية 

اثناء النقاش حول الوتر المتذبذب في السنوات 1750 بين اولر ودالمبير 
الذي تمحور حول تعريف التابع - هل هو عبارة تحليلية (دالمبير) أو 
منحنی يرمم بطريقة اختيارية (أولر)؟ - عولجت من بين الافكار . 
المطروحة فكرة د. بادنولي التي تقول انه من الممكن تمثيل اي منحنى 
معطى على المجال [ 0,25 ] بسلسلة توابع الجيب وجيب القام. كانت لكل 
من اولر ودالمبير اسبابا جعلتها ينكران هذه الامكانية, اما بادنولي فام 
يتمكن من تعيين معاملات سلسلته لم يبث في هذه المسألة الأ سنة 1805 
عندما قدم فوریی دساتير «معاملات فوربى» (12.14 - أ) 

احدث اكتشاف فوربى اثر عظيا وبقي هذا الاكتشاف خلال القرن 
19 معتبرا من كبريات نظريات التحليل على الرغم من انه حصل عليه 
بمكاملة بسيطة» جدا جداء لسلسلة مثلثية كتبت شكليا وضربت في تابع 
مثلثي معطى. لم يستطع فوربى البرهان على تقارب السلسلة نحو التابع 
المنشور نظرا لفقدانه التعاريف المتينة للتقارب والتكامل. قام بذلك 
دي ركليت سنة 1829 بالاعتاد على التعاريف المتينة ( كوشى» 1821 ) وهذا 
في حالة التوابع الرتيبة بتقطيع . صيغ « شرط دينى » من طرف دينى سنة 
0 . أول من وجد مثالا لتباعد سلسلة فوربى تابع مستمر هو دي بوا - 
ديمون (1879). ادخلت ١‏ كثيرات حدود لوجندر» من طرف لوجندر 
سنة 1785 لحل معادلة لابلاس ضمن الاحداثيات الكروية. ورغم ذلك فام 
يتوصل الى الدستور الصريح 4 (3) الا دودريغاس سنة 1815. وجد 
نومان (1862) النشر وفق كثيرات حدود لوجندر للتوابع التحليلية ووجد 
هوبسن 1506508 ( 1908 ) هذا النشر في الحالة العامة. اصبح من الممكن 
بفضل اعمال هيلبرت  1906(‏ 1911) هندسة نظرية النشور المتعامدة. 


270 


الفصل 15 
څويل فوريى 
أأرفض غذائي لا لسبب سوى لأني لا 
اعلم بالضبط كيف تتم عملية امضم؟ 
اليفر هيفسايد 
Oliver Heaviside‏ 


ې 1.15. تكامل فوريى ومقلوبه 
5 .11 .عندما نريد تمثيل تابع (2) ٩‏ دوري دورته 27 كتراكب 
توافقيات فاننا نتجه نحوي سلسلة فوريى: 


)1( مې‎ )z( - ل2‎ dne™, 

اما اذا تعلق الامر بتابع دورته 277 فإن سلسلة فوريى المنسوبة له تأخذ 
الشكل : 

)2( (2) = > “ممه‎ T 


حيث تعين المعامللات ‏ به بواسطة الدستور : 


7 کب‎ 
)3( an= r | Pe a. 


لړ 
نحصل على الدستور (3) بضرب (2) في ا وبا مکاملة بالنسبة ل 
تو ال ا 
ينتج من (2) و (3) ان: 
(E) Pag‏ 1 +3 يي > (2) ب 4( 
من الطبيعي ان نحاول اجراء الانتقال الى النهاية .6ه +1 في الدستور 
(4) وذلك كي فئل. إن امكن» كل تابع (2) و معرف على المحور 
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# > مه باكمله كتراكب توافقيات. إن الانتقال الشکلی الى النهاية 
يؤدي بنا الى الدستور: 
(E) eit dE}‏ ې | { do‏ ا ل > (ه) ۷ (5) 
حيث يرمز © للمتغير المستمر الذي نحصل عليه مكان المتغير المتقطع 
ا = مه . وبالتالي فإن الدستور المطلوب لنشر تابع ()۴ وفق 
التوافقيات يحب ان يكون من الشكل : 
(o) ei* do‏ )1 د = (2) ې )6( 


و — 
۵ 
. 


نل ٤١‏ (ه) م | -(ه) ې )7( 


كنا أينا الدستور (7) في الفصل الخاص بالتكاملات الوسعة 
(23.11)؛ نذكر ان التابع (6) + المعرف بالدستور (7) يسمى محولة 
فوریی أو تكامل فوربى للتابع (2)© . يسمى الدستور (6) دستور 
القلب لفوریی؛ نقول ايضا ان (6) يعرف التحويل المقلوب لفوريى. لا 
يختلف التحويل (6) في الواقع عن التحويل (7) الا باشارة الاس, 
وبالمعامل (:1/)2. 

65 .بدل اثبات شرعية الانتقال الى النهاية في الدستور 5(11.15). 
سنبين مباشرة ان 7(11.15) يستلزم 5(11.15)» وهذا ضمن بعض 
الشروط على التابع (ت) » . 

و في البداية ان التابع 2) © مستمر بتقطع وقابل للمكاملة 
مطلقا على كل المحور © > 2 >> ده- . من شان ذلك ان يضمن وجود 
التكامل 7(11.15) من اجل كل تابع ل 6 حيث»© > 0> موه . 

هذه اول نتيجة للفرض المعتبر : إن التابع (0) # محدود ومستمر من 
اجل كل » ويؤول الى الصفر عندما ده + ٠|‏ | . تأتي المقولة الاولى من 


التقدير : 
8 ؟ [١‏ <|( 
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إن قابلية المكاملة المطلقة للتابع (2) © يستلزم التقارب المنتظم بالنسبة 

للوسيط 5036 ,6 التكامل فوريى 7(11.15) حسب المقياس 74.11 

أ. بمراعاة النظرية 34.11 واستمرار التابع .4٠ء‏ ينتج استمرار التابع 
(©) م . للبرهان على المقولة الثالثة نبحث من اجل د هن معطى» عن 


کرس 


3 > 45 | )0 | ار ۱۶ 1 


عد د A‏ بحيث : 


نطبق الآن التوطئة 23.14 على المجال [4 ,4-] ؛ سترى انه يوجد 60 
بحيث يكون لديناء من اجل| ه |> ,وه » 
5 
جع اه :م )م | | 
“A4‏ 


وبالتالي لدينا من اجل| ٥‏ 
مه ههو ١ ٢‏ اد ٤)‏ 


وهو المطلوب. 
5 .31 . قبل البرهان على الدستور 11.15( 5) نعتبر تكاملا موسعا خاصا 
من النمط الثالث : 57 7 oo‏ 

هو (P,‏ ا ا أ = وو 1 


( نجد بسهولة القيمة (9 + م): كنهاية عند (0-: ). ينتج تقارب 
التکامل وم1 من 11 1 ب. لنحسبه. لدينا : 
وا +i P|‏ او te‏ 1 1 


03 لدان تتا‎ 0-1 7 sin qt dt + 


مه سم ه- 


7۰ 2ه dt‏ م راه عد | غا 


التكامل الاول متعدم سسب فردية التابم الواقع حت التكامل اما الثاني 
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والثالث فقد استعملنا فيهها الدستور 1(33.11). بطريقة ماثلةء لدينا: 








7 1 2 
E E كك | ر‎ sin qt dt Li ا‎ sin Pg 
7T -1 2 
بما ان التكامل الموسع‎ 
م۴‎ sin at ش‎ 
| د‎ 


— 00 


متقارية بانتظام بالنسبة للوسيط © > نك >0  94.11(‏ ب) مکنا 
ايعاد من اجل كل >٩‏ عدد 70 بحيث يكون من اجل كل مخة1 . 
To. T1 < 9‏ 


)2( e 


5 .41 ننتقل للبرهان على الدستور 5(11.15) ونبدأ بصياغة القضية 
التالية صباغة دقيقة: 
نظرية. ليكن (2)© تابعا مستمرا بتقطع. قابلا للمكاملة على المستقيم 


© > ±> مه ويحقق» من اجل عنصر دم شرط دیني : اي يوجد 


6 >0 حث 
dt < oo‏ 





Q(z ١-۹ )( 
٢ 1 


عندئذ يكون لدينا: 1 
E‏ | جوسنا- هم )1( 


مه — 0-2-0 


بحيث ان النهاية في الطرف الايمن موجودة عندما يؤول وو 0 نحو 
اللانهاية باستقلال عن بعضها البعض. 
البرهان. من اجل رن 41> 0کیفیین»› نضع : 


مه Û {Î o ee-mat]‏ جوت ويه 


مه- صp-=o‏ 
ان التكامل الواقع بين حاضنتين متقارب بانتظام بالنسبة ل ٠‏ ويمكننا تغيير 
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ترد تيب التكاملين بالنسبة ل »© و ٤‏ حسب 44.11: 


سه ( و { 8ه f‏ د )مه 
09- ۹-2 


o9 59‏ 1 (5-»)س احم - غ-د)وأي 6 -- 
(a+ e i!‏ " حي ع 05 دو هو ۱ سن پټ 


يجري التحويل الاخير بواسطة التعويض = ع دج . يمكننا بفضل 
5 ) الاشارة للفرق 0 کا يلٍ: 


م شت eidt‏ 


۴+9٩ (‏ | حلم = م ټ-(),ډ .مې (2) 


4 1 اد 
<F) | + | (>‏ (3) 
٤-1‏ '2>>] | وه - 


dt. 


يكتب الحد الثاني على الشكل : 
ال ا تت و فد د 2 )4( 
ما ان 2 + «) ٠‏ يقبل المكاملة بصفته تابعال ٤‏ وان العامل 
ع لا يتجاوز بالطويلة العدد 2 من اجل 1 < 1 .|١|<‏ 
فإننا نرى ان الحد الاول للفرق (4) يؤول الى الصفر لا ©© --7 , 
باستقلال عن قم م و و الاكبر مثلاء من 1. يتمتع الحد الثاني ل (4) 
بنفس الخاصية بفضل 2(31.15). 
نكتب الحد الاول في (3) على الشكل: 
و ete)‏ كني 2210-2 | لس 
ټی 
يا كان ابم 9-0-٥‏ قابلا للمكاملة مطلقا على الجال 
7 (شرط دينى!) فإن هذا الحد يؤول الى الصفر حسب التوطئة 
4 .23 لما يتزايد م و © » ومنه: 
وك راو ها (5) 


د المطلوب + 
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يثبت هذا البرهان ايضا التقارب المنتظم للتکامل (1) بالنسبة للوسيط 
# الذي يرسم مجحموعة محدودة 8 من المستقم :ده >> نم > مه وذلك عندما ‏ 
يتحقق شرط دينى بانتظام على هذه المجموعة (53.14)؛ نثبت ذلك ايضا 
مع النظرية الماثلة لها الخاصة بسلاسل فوریی. 
5 .51 اذا لم يتحقق شرط دينى عند نقطة :20 فإن النظرية 41.15 لا 
تصح» ويمكن ان يكون تكامل فوریی للتابع (2) © متباعد کا هو الحال 
في سلاسل فوريى» فإن العلاقة: 

do‏ 3 همان (E)‏ ې 1 1 1 gr‏ سنا = (zo)‏ و .رم (zo) = lim‏ و 


موجي 


لا يمكن ان تت تتحقق الا بمفهوم النهاية المعممة. نعتبر في البداية « التكامل 
الجزثي » المتناظر ٧‏ و 
et dk} do‏ (5) ې ُ 1 | و = (2) م .مب 
ا 


نرمز ها في المستقبل ب (ت) ,رب . انطلاقا من 2(41.15 ). لدينا من 
اجل 7( ربو التمثي التالي : 


( 1( ادو او سي = (ت) مب‎ E d4 = و +| ه‎ sin 84 yy 


لدينا نظرية برهانها يماثل تماما برهان النظرية 48 وهي: | 
نظرية. لتكن 0 نقطة تقطع من النمط الاول للتابع 2 ٩‏ » بیت 
توجد النهايتان (0 - 0ت) مب و .(0 + م#) ب . إذا كان شرطا دينۍ 
و الجانب محققين »› أي إذا تقارب التكاملان: 


x 


و تقد da,‏ | +2 





کله 
1 
x0‏ 
: لعل : دم فإن لدينا : 
dE} do.‏ سعامام (E)‏ ې 1 1 چّ سنا = )2( وټ 1i‏ = (وى) ې 


15 .61 . ندرس الآن المتوسطات الحسابية لتكامل فوریی کا فعلنا ذلك 
في 4 .25 ببخصوص سلسلة فوريى» وذلك بدون افتراض صحة شرط 
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دينى . بدل المتوسط الحساني للمجاميع التناظرة لسلسلة فوريى نعتبر» بصفة. 
طبيعية» المتوسط التكاملي للتکاملات ار ©) مو (51.15): 
Û ier‏ - ره (1) 
نستبدل )رم بقيمتها الواردة في 1(51.15) فنجد: 
v=‏ )پل ص وې م ې 1 | چ = به 








۷ ص 
١ 9+9 eae! gy‏ ع ديه sita)‏ |{ ° | سل 
د :2 : وت 
N‏ 
f‏ د sinî‏ 
dt.‏ م اش = 
0 العبارة 5 sin”‏ 
سي EE‏ 
12 2 4 


نواة فيجر 56166 لتكامل فوربى. تتمتع نواة فيجر بالخاصيات التالية: 
Fx (0(1‏ >0 
2-2 وام | 
Fy )١ dt > 0 (3‏ 1 لا تح ل مها كان ی ن. 
: 5 . قا 
تأقي المتراجحة 1) مباشرة. ثم البرهان على المساواة 2 ) في 94.11 ب. 


تنتج العلاقة 3( من التقدير: ‏ 4ے 
` 7:۷6 





2 dt 
كك سک 44 امم‎ - 
ه0‎ t> 


تستلزم المساواة 2) العلاقة: ‏ 

)3( اهم وجمو | -ه) و مره‎ Fy (£) dt. 
نثبت فيا يلي النظرية: انه‎ 
نظرية . اذا كان تابع '(ه) م قابلا لملكاملة مطلقا وكان مستمراً بانتظام‎ 
على محموعة 8 د ,۸* . فإن المتوسطات الحسابية (2) بت تكامل فوريى‎ 
تعني الخاصية الاخيرة اننا نستطيع » من اجل كل 5>4 ايحاد 5-8 بحيث تستلزم العلاقة 15 المتراجحة‎ )*( 
: التالية‎ 


a >| <4‏ ©.. (1 + ) © | 
وهذا مهما كان 7 و 2,36. لشير ان النقطة ++ لا تنتمي بالضرورة للمجموعة 5 في هذا التعريف. 
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للتابع 2) © متقاربة بانتظام على 8 شو (2)© . 

البرهان. من اجل 0-٥‏ معطى نبحث عن 06 بحيث ينتج من: 

|٤| >> 8‏ * 3 ګ, التراجحة التالية 2/ء > | () بي - ۵ب ج) وإ 

بتطبيق الخاصيتين الاولى والثانية لنواة فيجر نحصل على: 
EE EEO‏ 


>2 ۱««)۵(ھ) ه-١-ع)ه|۱‏ | + 


8 
Fy (0 dt.‏ ا |2)؟| هده 2--04)م7 | < 
6< ا E‏ مها 
إن الحد الاول لا يتجاوز 2/ع من اجل كل ٠٧‏ ويصبح الحد الثاني اصغر 
من 8/2 تماما من اجل N‏ كبير بكفاية» مثلا من اجل بل هه . في الاخير 
جد من اجل ل4ع> 11 : ا 
8 >> | ه) q‏ - (ه) بره | 
وهذا مها كان 3# شم وهو الطلوب. 
5 .11 . نحصل بالتالي على نظرية وحدانية محولة فوريى: 
إذا كانت محولة فوريى (6) تابم (2) ب قابل للمكاملة مطلقا 
ومستمر بالتقطع على المحورم» >> د >> مه . منعدمة من اجل کل » فان 
٩ )2‏ منعدم ايئا كان باستثناء حتمل لمجموعة لا تقبل اية نقطة نهاية 
منتهية على حور العناصر د. 
ذلك ان لدينا: 220 0) ب e‏ 0= (2) مو » .0= (۾) پړه اذن: 
(z2) =0‏ ره صنل = (2) ې٥‏ داخل كل مجال منته من الات استمرار 
التابع (#) ب ؛ م إن نقاط تقطع التابع () © تشكل جموعة منتهية» على 
الاكثر. في كل جال منته من حور العناصر ته وهو المطلوب في النظرية. 
9 2.15. خاصيات اخرى لتكامل فوريى 
نرمز فیا بل ب ۴ لمؤثر فوريى: ش 7 
نرمز فيا يل لؤثر فو ك يمه »مده رم م Flo (l= Û‏ 


—00 
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نرمز لمقلوب تكامل فوريى ب +ر: 
do‏ ماع + ا ځے((ه) F^ [yp‏ 

5 .12 . العلاقة بين سلوك تابع )ب لما » +إء| وقابلية 
اشتقاق محولة فوريى. 

نعام ان حولة فوريی ()م تابع )© قابل للمكاملة 
مطلقا تابع حدود ومستمر ل م٥‏ مه > ه > مه يؤول الى 
الصفر لما هه جد ى| . نفرض الان ان )م وكذلك 
© 0ه يقبلان المكاملة مطلقا على المحور »> ه> ١ه‏ . 
يمكننا عندئذ القول ان التابع 00+ قابل للإشتقاق. اذ ان 
الاشتقاق الشكلى بالنسبة للوسيط ٠‏ لتكامل فوريى: 


| مك ۴۶ (غ) و‎ = (o) 


— 00 


ی «التكامل : ول عهاع رمع ډو ات 


المتقارب مطلقا وبانتظام بالنسبة ل ٠‏ بفضل النظرية 54.11 أ 
فإن التابع  )0(‏ يقبل الاشتقاق ولدينا: 
(e) dz.‏ مم | —i‏ ح(ن) “نل 
نصل يذلك الى الدستور الس : 28 
[مها iF' [q] = F‏ 
الذي يبين أن عملية الضرب في » تحول بواسطة مؤثر فوربى الى 
العملية ده إن التابع )٥(‏ ا هو دوما مستمر وحدود 
ويؤول الى الصفر من اجل ١6 | ٠‏ بصفته حولة فوريى لتابع 
عيبل المككاملة مطلقا اذا كانت التوابع : 
(2) 276۹ ,. . . ,() 3۹ ,(3) 29 قابلة للمكاملة 
مطلقا على المحور >> ”> م ˆ وكذا التابع (2) و فائنا 
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نستطيع مواصلة الاشتقاق » سنرى ان التابم p (o) = F [qj‏ 
يقبل مشتقات متواليةء بما فيها المشتق من الرتبة » مستمرة 
وکنورل ال لص ١‏ فخا و لديف ليور : 
m).‏ ,... بآ لاه ) [oy] = Fro]‏ قار ` 
اذا كانت كل الجداءات ‏ 000" , قابلة للمكاملة مطلقا 
آ( ...با ,0 ع (m‏ فإن التابع (0) ۷ = ٣ا‏ ۴ يقبل مشتقات 
(بالنسبة ل ٥‏ ) من كل الرتب» مع العلم ان كل مشتق مستمر 
ويؤول الى الصفر لما مه ح|6|. 
نرى اذن انه بقدر ما يكون تناقص التابع 2) ې بجواء 
اللانهاية سريعاً بقدر ما يكون لتابم )8 مرنا. 
15 .22 . لنر كيف تتحسن خاصيات اشتقاق التابع ()ږ 
عندما نفرض شروطا اضافية على سلوك التابع ()؟ عند 
اللانهاية . 
أ. نفرض ان الجداء )مي ء مع ثابت مبت 
« سم هو الذي يقبل المكاملة. عندئذ نستطيع القول ان محولة 
فوربی () ۷ التابع 2) ب تابع لا يقبل الاشتقاق لانائا 
فحسب بل هو تحليل ايضا. ذلك ان تكامل فوريى: 


مه 


۹ )6( = ً ې‎ (x) 6-٥57 dz 


معرف الآن ليس فحسب من اجل الاعداد الحقيقية » بل ايضا 
من اجل بعض العناصر » العقدية: اذا وضعنا ‏ 4+2 6-ء 
( هو * حقيقيان) فان: 8 

)1( بلا‎ (o + i) = ب أ‎ (2) e-i*er* ې — رل‎ (z) e ** dz 


یی - 06 — 


من المستوى العقدي الذي رمزنا لعناصره ب و. إن التابم 
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للمتغير العقدي و. الذي حصلنا عليهء تابم تحليل عند كل 
نقطة داخل الشريط ؛ ذلك ان التكامل متقارب بانتظام في جوار 
للنقطة ٥‏ (عندما يكون هذا الجوار محتويا في الشريط)ء يسمح 
ذلك بتطبيق النظرية 11 .54 ب. إن لتابم 86 محدود في 
كل الشريط لأن: 
غه |o (a) [etl‏ | مه ۱٣) |> 1 lo (۱1۴١۱۶‏ 
يمكننا القول ان التابع i)‏ + م) ص = )9( ۷ متقارب نحو 
الصفر بانتظام بالنسبة ل +ء 8>|*| لا . + جه. 
لاثشات ذلك يحب التدقيق قليلا في استدلالات 21.15. 
بصفة خاصةء با ان لتابع اء( ق يقبل المكاملة 
مطلقا يمكن ان غتار من اجل e‏ معطى . عددا 4 بحيث: 
2 > عه "| جام | ل عد وام | 1 
نعتبر التكامل : 
4 4 
dz.‏ 6 اج 09 || = بل (a) e‏ ې ا 


پر 


يتبين من المتراجحة. 5(23.14) انه يحقق المتراجحة: 
5 00 00-0-0007 0 (2 ) 


استمراره ويرمر ما لعدد تلك المجالاات من اجل التابم 
() ۷ على A41‏ ,4-] : 
Ma = o | ©) | e™.‏ 
إن الحد الاول في الطرف الاين من (2) لا يتجاوز. من 
اجل 5>>|+ر > الكمية  71.5(‏ د) 
J max | o (2) |‏ کو er e4 + 2A0‏ )2( © | 240 


۸4 


281 


التى تؤول الى 0 لا هج+ إه| وهذا باستقلال عن قيمة ٠۳‏ 
نم . نلاحظ ان الامر كذلك. بخصوص الد الثاني في 


. 


(2). يکن اختيار ,© بحيث؛, من اجل ۱٤١٥٥‏ » 
lr |‏ : : : ۳ 
>> | بوك و )2( ې | | 

ه4 
ينتج من ذلك من اجل ٠‏ » کا هو الحال في 21.15 : 

سه "هوم ۱ 

وهو المطلوب. 5 
ب. نفرض الآن بأن جداء التابع (#ه في “تلام يقبل 
المكاملة من اجل كل 5. عندئذ يكون التابم 8) په معرفا 
وتحليليا في كل شريط ج۶۱ اي انه تابع تحليل صحيح ؛ 
يأتي مما رأينا ان هذا التابع الصحيح يبقى محدودا ومتقاربا 
بانتظام نحو الصفر من اجل + ج» في كل شريط 5>| :| 
( يحاد من الاعلی متعلق ب ۸ ). 
5 .32 . يكن اعتبار التوابع )م التي تتناقص عند اللانهاية 
بسرعة اكبر من السرعة السابقة» مثل التوابع التي يكون من 
اجلها الحداء ٠#,‏ رم ۾ » حث يتزايد 2) ۸ بسرعة اكبر 
من سرعة اي تابع خطي. من الستحسن وضع ١)7‏ على 
الشكل : 5 


(1) M (= | (ûl (0<2<) 
0 


حيث )« تابع ستمر متزايد يحقق 0= (0) س و 

مهس(مه) سس ؛ من اجل ± سالب نضع M (—z)‏ = (ه) .M‏ 

يمكننا في هذه الحالة قصد تقدم خاصيات حولة فوريى التابم 

)ې استخدام التابع. ©) © الثنوي بمفهوم یون ( (Young‏ 

للتابع )34 . وهو: الثنوي بمفهوم يونغ للتابع N)‏ هو 
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تعريفا التابع (ھ) 9 العرف بالعلاقتين : 
(r)‏ $=( ,زمه > >0 #6 ود ]دهم هو )2( 
0 
حيث يرمز ۸)0 للتابع العكسي ل () س . هناك علاقة 
تربط التوابع الثنوية بمفهوم يونغ تتمثل في المتراجمة التالية المسماة 
متراجحة يونغ  16.9(‏ ط): 


<M ) + © )0 (r> 0, 7>0)‏ جد (3) 
نظرية. اذا كان )0 تابعاً مستمرا بتقطع يجعل التكامل : 
[edz‏ )2( و | 1 )4( 


منتهياً فان ٢‏ فوريی )۷ للتابع ()م تابع تحليل 
صحيح يحقق المتراجحة: 
ir) | Ce‏ سل |p (o‏ (5) 
البرهان . اما كوّن 760 تابعا تحليليا صحيحا فينتج من 
25 ب ثم لدينا: 
di.‏ تاقوا ١۱١‏ ال( لو | (د) ۹ | >> | وول 6و )2( ې 1 |p (o +i0|=|‏ 
نطبق على الاس متراجحة-يوئغ (3) فنحصل علی: 
0) 9 >> (ت) 01 - | || | 
ومنه: 
)هم — |e dz‏ (#) © 
وهو ما يشت النظرية. 
اذا اخترنا مثلا تابعا ٠)‏ يحقق الشرط: 
p>! .‏ دوا مر 
ند التابع الموافق له )ب يحقق التراجحة: 


٧ (o حل‎ ir) | >> e ا‎ 1 


7|9 
(1 = +4( * 668 > | ونج ه) ١‏ | 
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لأن »لپ هو التابع الثنوي جفهوم يونغ ل مي 
 16.9(‏ ط). نشير الى ان العددين م و 4 اكبر من 1 لكنها 
يتغيران في اتحاهين متعاكسين: عندما يتزايد م يتناقص 4 وا 
مه جم فان ۹جو 
5 نفرض اخيرا ان الجداء )2-0 في كل تابع متزايد ل 
|| يقبل المكاملة. من السهل ان نرى بأن 7 ذات 
الحوامل المحدودة 2)؟ (أي التوابع المنعدمة اينا كان تقريبا 
خارج حال © >> | دا ) هي وحدها التي تتمتع بهذه الخاصية. 
لنفرض اذن ان © © منعد م من اجل »< ا«ا| . عندئذ 
تكون محولة فوری: ىن م 1 = (8) ۷ 


تابعا تحليليا صحيحا ل * يقبل في مستوى العناصر » المتراجحة 
التالية : 
ادا موا ل ١٣٣‏ (1) 


حيث C= (٥6‏ » يسمى تابع تحليل 08 يحقق 
المتراجحة (1 ) تابعا صحيحا من النمط الاسي المنتهى <ه 
وهكذا بقدر ما تكون سرعة تناقص )٠ب‏ عند اللانهاية 
كبيرة بقدر ما تكون محولة فوريى () + «مرنة». بالانطلاق 
من التوابع ()« الستمرة مررنا بالتوابع التي تقبل عدة ' 
شتقات ثم القابلة للإشتقاق لانهائيا ثم التحليلية في شريط. وفي 
كل المستوى ووصلنا الى التوابع التحليلية من النمط الاسي 
المنتهي . غه ار اص 
المحور الحقيقي, اكثر « مرونة» من التوابع الاخيرة ( لاحظ اننا 
عد أن لكل حؤلة لور الك قال ا ي 
الخاصية) ؟ نعم انه لا يوجد اي تابع تحليل صحيح غير منعدم 
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من نحط اسي منته ويؤول الى الصفر على حور الفاصلات ويتزايد 
في المستوى بسرعة اقل من سرعة ٠۷‏ من اجل كل 
٠>»‏ (راجع التمرين 24 من الفصل 10). 
5 .52 . الآن. وبدل شروط التناقص المتزايد في السرعة. 
نفرض على التابع ) بو ان يكون مرنا اكثر فاكثر. من حقنا 
حسب نتائج 5 - 42.15 ان نتوقع خضوع محولة فوریی 
تابع )+ الى شروط تناقض يتزايد اكثر فاكثر. 
نفرض ان تابعا قابلا للمكاملة مطلقا )+ مستمر وقابل 
لمشتق مستمر بتقطع وقابل للمكاملة ايضا على المحور 
هک« ه- . ینتج من ذلك بادىء ذي بدء ان التابع : 
5 ) 'ه + (0) ټ = (ه) ې 
له نهاية لما مه جه . وهذه النهاية منعدمة لأن لولاه لما كان 
8 قابلا للمكاملة. الامر كذلك فا يخص الحالة 
. ثم نجد بالمكاملة بالتجزئة: 


oo 


Flo |= Q' (x) e~ixo dz = Ç (د)‎ -6 [Soo + io ې ا‎ (z) 6-٥6 dx 
يتبين ما سبق أن الحد الاول من اليمين منعدم؛ لدينا المساواة:‎ 
بعبارة اخرى فإن اشتقاق التابع ) ۾ يوافق ضرب التابع‎ 
بصفته محولة‎ ۴ ]٠' )2[ اها = 0) م في ن . بما ان التابع‎ 
'فوريى تابع قابل للمكاملة , تابع ل 75 حدود (ويؤول غو‎ 


])»( ې F‏ ر 
ıe 1 e‏ 
مون إن 


وهكذا يتصح في هذه الحالة ان التابع (o)‏ مه لا يؤول. الى 
الصفر لما ۱٧١-٠»‏ فحسب بل يؤول بسرعة تفوق سرعة 


285 


| فان كانت المشتقات المتوالية. با فيها المشتق من الرتبة 
» للتابع (2) + قابلة للمكاملة مطلقا فاننا نحصل بمواصلة 
'العملية على : 1 

)™ ,... با F [Yq] (k=0,‏ (۱6)-((ج) F [p®‏ (1) 
لديناء کا هو الال اعلاه: 


F [gç (21| 
)2( : F | وسو‎ 


إذن بقدر ما يكون للتابع )+ مشتقات قابلة للمكاملة 
بقدر ما يكون اسرع التناقص نحو الصفر عند اللانهاية لمحولة 
فوريى. 

بصفة خاصة عندما يكون التابع )2م مرنا بكفاية فإن 
حولة فوريى هذا التابع تقبل ايضا المكاملة مطلقا. نرى من (2) 
ان وجود ٩‏ . '» . "» وقابليتها للمكاملة المطلقة توفر شرطا 
كافيا لذلك. 

اذا کان م) "ې موجودا وقايلا للمكاملة مطلقا من 
اجل كل .. و2 ,41 ,0 2 k‏ فإن التابع ©) 2 يتناقص. لا 
جاةاء بسرعة تفوق سرعة كل تابع »| . 
8. أ. نفرض الآن ان التابع )9 لا يقبل الاشتقاق 
لانهائیا فحسب بل انه تابع تحليل في شريط 8>ال| من 
المستوى ذي المتغير العقدي يا + « = 2 . نفرض اضافة الى ذلك 
وجرد تابع )© بحيث: 


معسومة] ٧‏ - ٤ل‏ ) 
کاش و #ښ ٣ه ۱١۱‏ ان: 
(z + iy) | < © )2(‏ ب | )2( 
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سنرى (في ج) ان محولة فوربى التابع )+ هو تابع 
متناقص تناقصا اسيا. . 
التحليلية : 


رخقق غه ال ج 


۱١ (r + i | > © (2)‏ (3) 
(حيث 9# تابع يحقق الشرطين (1))» فإن التكامل: 
هه e+)‏ | )4( 

لا يتعلق ب ۷ . ط>إرإ| . 


البرهان. ينتج وجود التكامل (4) مباشرة من استمرار التابع 
1 + )ع بالنسبة ل « ومن التقديرات (1) و (3) ليكن 
الآن ١‏ و #8 عددين كيفيين بحيث دلا« . من المجال 
8 ,5-) . نعتبر الحافة المغلقة: 4861 = ۳ للمبينة في الرسم 
5. من نظرية كوشبى 23.10 لدينا: 


Cc D 4‏ 2 : 
ههو 2 [جمة (م) 2 | ج+عة )1 ] به (ص | -عة مر ] (5) 
: رژ 0 A B‏ 7 





الرسم 15 1 
لتكن 8 ١‏ ۸ فاصلتين النقطتين 4 و 8 . عندئذ: 
12 12 6 
yı)‏ ی) (R)‏ © = په (R)‏ © | غه ©)/ | [ >زعة (ه ( || 
1/1 141 8 
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تؤول هذه الكمية الى 0 لما مه + #.. ك) هو الحال في التكامل:. 


[1(2 az 
إن للتكامل: المتبقيين نهايتين لا جام هو‎ 
1 ٢ ووذ دع( ني و‎ de 
بالانتقال في المساواة (5) الى النهاية لا مه # نحصل على:‎ 


ً / )# + ا ح 02 ينا‎ / (z+ iya) dz 
وهو الطلوب. ف‎ 
ج . نظرية . باعتبار الفرض أ فإن محولة فوريى () ۷ للتابع‎ 

۴ يحقق المتراجحة p (o) | Cel!‏ | 
البرهان. نطبق التوطئة ب على التابع التحليل : 

. يع (2) ب = (2) / 

التي تتحقق من اجلها المتراجحة (3) اذا عوضنا فيها 
د: O (zel!‏ . بفضل التوطئة. كد : 


ير بب «)ه ةع da — 2 Q )3 Fig)‏ 6-57 (#) 0 از ع رى) نا ) 6 ( 


مه - 
00 - 


من اجل كل راحم . بتشيت نحصل على التقدير : 

IOS | ۱١ ) Fi) | ميل اتو‎ e | ۱۹ (zti) laz erv ۵ مه وم‎ 

بالانتقال هنا الى النهاية لما ©مهوة سي ل 
,06-68 > | (ه) |p‏ 

وهو المطلوب. 

د . إذا كان التابع (2) © تحليليا في كل المستوى رن + + = > وإذا تمكنا 

من الاشارة» من اجل كل شريطة || ال تابع () © يحقق 

الشروط (1) و (2) (يمكن للتابع (») © ان يتعلق ب 5 ). فإن تطبيق 
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النظرية ج يجعلنا نرى ان محولة فوريى () ۷ للتابع (2) 9 يحقق 
متراجحة من الشكل : 
4 >> | )0( | 
من اجل کل ډ . 
72.5 . نعتبر بعد ذلك تابعا تحليليا صحيحا (ن) © يقبل في كل شريط 
6 >> | 82ا التقدير : 
e, 6‏ >> | (/هة ل )e‏ ب | 


1 
مع )و - )9 ,زه > > 0) ja(Dan‏ = 

0 
حيث ۸)0 تابع مستمر ومتزايد يحقق 0 = (0) ۸ وم = (مم) ٠‏ 
نفرض» من اجل كل ن . ان التابع (60)2© يحقق الشرطين 1(62.15) 
في الشريطة > | #| . 

ليكن 0) ١‏ الثنوي بمفهوم يونغ للتابع (ن) © : 
غه (E)‏ | ع (0) M‏ 
0 
حيث (5) م هو التابع العكس ل (0) ۸ 
نظرية. ضمن الفرض هذا تكون حولة فوربي (ه) ب للتابع (م) © 
عق المتراجحة : 
ا يسوج > | زه) |١‏ 
البرهان. لدينا حسب 6(62.15): ي 7 
ږل لجع اسع o (z+ iy)‏ | وول ۱٥٥‏ (ت)ې (o)  |‏ ۷ 


وهذا من اجل کل ي . ينتج من ذلك التقدير (|ر|<ه) 
)یوي e0, (r) e dr  )‏ أ >> | (6) ۷ | (1) 
نختار اشارة وطويلة / بحيث يكون ‏ |«||»|- - 6 وبحيث 


تصبح متراجحة يونغ المساواة: 
(o) + 9 ©‏ 34 ع | ل۷ | | ۱١‏ 
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بعد هذا ينتج من (1) ان: 
66٥‏ وما >> | |p (o)‏ 
بذلك ينتهي البرهان. 
5 .82. ليكن اخيرا (2) © تابعا تحليلياً صحيحا يحقق المتراجحة: 
O (x) eelvl‏ >> | (يزة ل م) © | 
حيث جع التابع (م) © الى الشرطين 1(62.15) (ولا يتعلق ب لا ). 
نظرية. ضمن الفرض الوارد» تنعدم محولة فوريى (0)؛ التابع (ح) ې 
من اجل هك < | »| . 
البرهان . لدينا حسب 15 62 


( 1 ) ۷ )6( = 1 ۷ (2 1ع‎ 03: dı — 1 )# د‎ 17 e-io(e+iy) 07 


وهذا من اجل کل ر . نشت اشارة # بحيث يكون 
|| -ے يه . ينتج عندئذ من (1): 
اناه اهام < ١١١ dz‏ تع () O‏ ا |p(o)|<ev‏ )2( 
ليكني < | ى | . بجعل | | يؤول الى © في المتراجحة (2) نحصل 
على 0 = (0) ۷ » وهو المطلوب. 
5 .92 من الواضح ان النظريات 52.15 82.15 ليست بالضبط القضايا 
العكسية للنظريات 12.15 - 42.15 فهي تتطلب فروضا اضافية ( مثلا 
وجود تابع (ج) ص يتمتع بالخاصيات 15 .1(62)» (2)). السؤال المطروح 
يتعلق بانشاء اصناف توابع () ۾ یکن تعيين اصناف محولاتها لفوريى 
 )5(‏ تعيينا كاملا. نستطيع انشاء بعض هذه الاصناف بواسطة 
النظريات 12.15 82.15. 
. الصنف 5 . نعتبر المجموعة 5 المؤلفة من كل التوابع القابلة للإشتقاق 
لانهائيا (2) © (مه ‏ ± >> ٥ه-)‏ التي تحقق من اجل كل »۾ و (حيث 
٩ =0, 1, 2,‏ ,#) متراجحة من الشکل: 
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)1( | p® (a) |< Cag 

حيث +«0 ثابت (يتعلق باختيار التابع ((ه) ې ). 

إن کل تابع ‏ () "۹ مه محدود على المحور ± ويقبل ايضا 
المكاملة على كل المحور لأن المتراجحة 

| ® (2) |< pet 
قائمة بفضل المتراجحة (1) بحيث ان:‎ 
| ^o (م)‎ | > min {Cu Ha} > كك‎ 

حيث 089 ثابت جديد. 

ثم إن كل تابع () م که يقبل الاشتقاق لانهائيا مع (ج)ج ‏ كبا ان 
كل مشتق له يقبل المكاملة على حور العناصر » لان هذه المشتقات تكتب 
على شكل عبارات خطية لتوابع قابلة للمکاملةه (ع) 7 مه حسب 
دستور ليبنيتز 3(21.8). 

إن التابع . [(2) ٩ا‏ ۶۴ = (ه) ‏ يقبل الاشتقاق لانهائيا بفضل 
5. باستخدام الدساتير 2(12.15) و 5 5) يمكن كتابة: 

F ې "ند)|‎ (z))"] = ك(فس)‎ "۱١ (o) 

نلاحظ ان الطرف الثاني هناء بصفته حولة فوريى تابع قابل للمكاملة 

“ه) +ج"ت) » محدود مها كان يم و ؟: 

| ٣٣ (o) | > Bag 

إذن اذا كان () ۶3۹ فإن () 2۷ ۶ . وبالعكس» ليكن 

(ه) ۷ 2 ع ؛ لنثبت ان هذا التابع هو محولة فوريی تابع (م) ب 3 ى . نضع 
do‏ اه (ى) )۷ ً ځ (ه) ب 

إن التابع (-) 2 هو محولّة فوربى التابع رم) نه » ولذا ينتمي 

الى 8 . ومنه يتضح ان لدينا ايضا () ۶3 . حسب دستور القلب: 
يوق (a) e¬io*‏ ې = e* dı‏ )2 —( 2:۲0 ا شي - (0) ۷ 

وبالتالي فإن 0) م هو محولة فوريى التابع 2( © > وهو المطلوب. 
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وهكذا يتبين ان تحويل فوربى م يطبق الصنف £ على كل الصنف و 
ب . لتكن ‏ (..22 ,1 ,0 - و ,) وم متتالية مزدوجة من الثوابت. 
يتشكل الصنف .»5 تعريفا من كل التوابع القابلة للإشتقاق لانهائيا 

مه تا« ه) () 9 التى تحقق المتراجحات: 

(k, q=0, 1,2, ...)‏ مضه < | (م) مجه || 
حيث 4 »8 » € ثوابت يمكن ان تتعلق بالتابع 2) ۾ 
يتبين ضمن بعض الشروط المتعلقة بالمتتالية +7 ان لدينا الدستور : 


F (Sm, قح زر‎ qa, *( 


۱ hg 


ج. الصنف ۷ والصنف *س . ليكن (ج) 24 و ) © تابعين ثنويين 
بمفهوم يونغ فها بينهها (32.15). يتشكل الصنف ,د77 تعريفاً من كل 
التوابع القابلة للاشتقاق لانهائيا (مه >± > ٥ه-)‏ (2) © التي تحفق 
المتراجحات: (... ,2 ,1 Ce )g=0,‏ >> | (م) ان | 


إذا كان (م)به هو محولة فوريى تابع رږ) م فان (6)ط“() 
حولة فوريى التابع (2) ې (52.15). لدينا بفضل 32.15 
المتراجحات: 
)... ,2 ,1 ,0 ع و)  Isp (o+ir)|< Ce‏ )2( 

نرمز ب “س لصنف كل التوابع التحليلية الصحيحة  )(‏ التي حقق 
المتراجحات (2). نرى ان ږې م . لیکن الآن 4۸( تابعا 
كيفيا من س . انطلاقا من المتراجحة (2) ومن نفس المتراجحة المحصل 
عليها عند تعويض و ب 2 +4 . يأتي: 

: : : 
| "٣ (o +it)| < e2 min 1 6 | - )هم (ه) ,ي9‎ 


0 
ا‎ 9e q+2 C 
Ox, (0) =min {o TERE} <THE 
123] (ھ) راجع‎ 
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تابع قابل للمكاملة. يؤدي تطبيق النظرية 72.15 الى المتراجحة: 
Cee‏ >> | () ®9 | 
اي ان ږ ‏ ( 1۳۹ م . في الاخير نرى ان صورة الصنف س بواسطة 
تحويل فوربى هو الصنف 117۶ وان صورة الصنف 179 هريرس . 
#8 15 .3. امثلة وتطبيقات 
نعتبر في البداية » في 13.15 23.15 بعض الامثلة في حولات فوريى. 


5 .13. كنا حسبنا محولة فوريى کسر ناطق: 
ota... aman‏ — 
CEE‏ 


حيث 1‏ « > ”في 23.11 - ب بطريقة المكاملة على طول حافة باستعال 
النظرية 62.15 ج وتحليلية التابع (ج) م في شريط ۵ >> | ا(لا يحوي 
جذورا للمقام) يمكننا القول ان [(2) 10 يتناقض اسياً من اجل 
مه ج | |٠‏ ؛ نلاحظ اننا لم نعد في حاجة لذلك ما دمنا قد حسبنا 
۱٢‏ 21 ۳۱ بشكل صريح. 
23.5. لنبحث عن محولة فوريى (م) م تابع #سمم- (2) © ء 
0 <م إن هذا التابع يقبل التمديد تحليليا في كل المستوى 
ولدينا التقدير: 

همه و الاقم ے | لزي متهم | سے | #مه سل | 
وبالتالي يمكن الانتقال» بفضل 62.15 ب» في المستوى ذي العناصر ۾ › 
من محور العناصر ب الى اي مستقم مواز له وذلك بغية حساب محولة ' 
فوربى : 2 : 


١ )6( = أ‎ e~ a(x ٧ي‎ -٩6)د-٢٧٢١١(‎ da — ge~axtay+oy—2aixy-i0x dp — 
- مه — مه مه‎ 


رل e¬ax?—ix(2ay+0)‏ ا 2٧٧٧‏ هج — 


نضع (م2)/- = ر؛ عندئذ (02/)4- = ره + 49 ولدينا حسب الدستور 
e :)2( - 655‏ 02 »ه 92 _ 
ات رو ٥96‏ م سل قعه- ٥"‏ مح (ى) نه 
dz e 4 1 :‏ و 
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بصفة خاصة نحصل من اجل دقع -(ج)ې (2-1/2) على : 
٢ )6( = [/ 271 e-2‏ . 

5 .33. محولة فوريى وجداء التزويج. كنا عرفنا في 84.11 جداء 

تزويج تابعين (م)/ و )يم معرفين على ماج > مه على انه 

التابع : 45 (8-م) 8 (E)‏ / ا = )2( م (z) = f(z)»‏ # )1( 
إذا کان )م و يم مستمرين ومحدودين وقابلين للمكاملة 


مطلقا على (6,ه-) نان (2)# موجود من اجل كل نه ومستمر 
ايضا ومحدود وقابل للمكاملة مطلقا على (©,» )؛ بالاضافة الى ذلك 


لدينا : 
dz‏ (ه)اع | f (z) dz‏ أ ح يدك (د) # 1 (2) 


نطبق النظرية الخاصة بجداء التزويج بتعويض (م)ثر ‏ نم ب 
0ع (2) ) و 1م 69 8 على التولي . إن جداء تزویج هذين 
التابعين هو : co‏ 
(r—E) 5‏ و J (E)‏ | حعاسو ‏ ول #سده:-ه (r—ğ)‏ هندع (ع)/ | 

تعطي المساواة (2 ) حينئذ: 37 


عول (46 ومع 6 / اا er‏ | -اوء 7 
[e]‏ ۸۳ ييه عهنسو (و)ي | Deeds.‏ | = 
بعبازة اخرى فإن الفروض الواردة اعلاه على التابعين )م و 
(8) م تستلزم ان محولة فوريی جداء تزويج ري ۽ و )يم هو جداء 
محولتين فوریی هذين التابعين. 
5 .43 . حل معادلة الحرارة. نبحث عن حل ر ,) # لعادلة الحرارة 
(مه پا ده مه 0ع ٤‏ ): 


0 ساسة _ ٠‏ )1( 
0 پټ 
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يطابق التابع العطی (2) مد من اجل 0 = + . يتمثل المعنى الفيزيائي 
للمسألة المطروحة في تعيين درجة حرارة المحتوى المتجانس الوحيد البعد 
(لقضيب غير منته) في كل لحظة 0< اذا علمنا درجة حرارته في 
اللحظة 0 - ۽ . نشترط ما يلى: 1 


1( التوابع 8 هاه ع رامس “< (D0‏ دل مستمرة وقابلة 
للمكاملة مطلقا عند ± من اجل مه >+ > مهومن اجل كل 0 2 


اس 


مس . 
2 يقبل التابع ۸ (FZ,‏ وغا في كل مجال 7 ><> حادا اعل قابة 
للمكاملة 1 


| (z, (| > (z), 0 (z) dz < مه‎ 


نطبق على المعادلة (1) تحويل فوربى بضربها في س:-ء وبالمكاملة بعد 
ذلك بالنسبة ل 2 من © الى ©. بفضل الشرط 2) و 54.11 - أ و 
1 _- أ يمكن كتابة: - 

| عب‎ ee dz خي‎ 1 u (z, 1) ٥-:٥« dz = ,د‎ (o, 1) 


v)0, (= ا‎ u (z, ١( e-io¥ dz 


هو حولة فوربى الحل المطلوب ( ,ج) به . لدينا من الشرط 1) والدستور 
15 1(52): 
(o, 2)‏ وم = F lu,» (xz, ۵01 = —o°F [u]‏ 


نصل الى المعادلة التفاضلية العادية: 
8 ,ه) ٣ه‏ = ۵ ,0( ون 
التي يجب ان نجد خلا ها يطابق» من اجل 0 »م 
dz ٠‏ 16ج (خه) ١ uo‏ = [(2) ولد] "ل = (6) ونا 
من الواضح ان للحل المطلوب الشکل؟ ‏ 
)0( فكع = )£ ,0( نا 
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عند 1 01-7 
At‏ و ا - 6 
Vat 1‏ 2 


لدينا حسب الدستور الخاص بمحولة فوربى جداء تزويج (2(33.15)): 














F [uo] =F [5 e Te (=) |‏ ان سی 0-7 v (o,‏ 
وبا ان (١‏ ,چ) سا = ۵ ,ه) س فإننا نصل الى : 
E‏ 4 
uo )3--( 5‏ 4 م | ر = (2) ربده 5 ETE‏ 


يسمى الدستور المحصل عليه تكامل بواسون (20155082). نبين ضمن 
نظرية المعادلات ذات المشتقات الجزئية ان الحل السابق وحيد في صنف 
واسع من التوابع [11 ]. 


8 15 4. ويل لابلاس 
5 .14 . لیکن (ي) ب تابعا معطى من اجلمه > ± > ٥‏ مستمراً بتقطع 
بحيث يكون (2) ٠٣٩‏ (حيث « حقيقي) قابلا للمكاملة مطلقا. 
عندئذ فإن حولة فوريى التابع (2) + التي قد لا تكون موجودة بالمفهوم 
الاول لهذا المصطلح» يمكن ان تكون موجودة من اجل بعض العناصر و 
العقدية؛ بصفة خاصة فإن 58 


۹ )۶( = 2 Q (x) *قأدج‎ dı — ً Q (z) بول "دع ساسع‎ 


و - 


1 0000 وت ۸ 0 
. موجودة على المستقيم وب = ج . نرى على هذا الستقم ان 9و) #۷ هو 
حولة فوریی التابم تتم Q (a)‏ القابل للمكاملة مطلقا. 
تتحقق اهم حالة ضمن الشرط : 
Ce“ pour z>0,‏ > |(د) lq‏ 
Q(z) =0 e‏ )1( 


ل e‏ و ې | = e‏ تعسو (ع) و | =9) 0 (2) 
0 
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موجودة هنا من اجل یخن > > أي في نصف المستوى ذي المتغير 
العقدي ۲ا إدى > وى الواقع تحت الستقم بم ےم . نجري في الدستور 
(2) تبديلا للمتغير هوم ع . إذا رمم و نصف المستوى 
هع > 1m‏ فإن م يرسم نصف المستوى ى < م88 . إن التابع : 


oo 


ثږ بوك "۶ه (نع) ې 2 (8) ۷ = (م) © 

معرف وتحليل ف نصف المستوى ين << م Re‏ ؛ نلاحظ ان هذا التابم 
يؤول الى الصفر على كل مستقم عمودي من نصف المستوى المعتبر عندما 
مع حم ولا بما ان هذا التقارب منتظم على كل جال مغلق منته من 
الق Re p‏ . من جهة اخرى لدينا التقدير التالي في نصف المستوى 
» < مه8 بخصوص التابع (م) م (حيث إن +ع = م): 





بک سوو سال ۱١ (letrare‏ آے ((ع) ٥١‏ 
ينتج من ذلك ان التابع (0) ©. حدود في كل نصف مستوى 
»< 6 < م 86 وانه يؤول الى الصفر لماه جع . 

يسمى التابع (م) 4 حولة لابلاس التابع (ي) ب . نرى ان لابلاس 
لا تختلف عن تحويل فوريى (المعتبر في الساحة العقدية) الا بدوران ذي 
°90 . مستو المتغير العقدي. 
5 .24 . | . تقدم النظرية التالية شروطا كافية (لكنها بعيدة عن ان تكون 
ضروری اه (م) تن معطى محولة فوربى تابع (2) ۾ يحقق 
الشروط 1(14.15). 
نظرية . ليكن (م) © وچو » تابعا په بتمتم بالك رطن التالین: 
1) التابع تحليلٍ في نصف مستو0 < ,م« < م ۴۲ء 
2) يوجد ثابت م وتابع () 8 موجب وقابل للمكاملة على المحور 
مه > و > مه-بحيث يكون لدينا التقدير التالی من اجل كل مم < 5 : 

0 8>|ع-لم)ه| 
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عندئذ يكون (9:)8 محولة لابلاس تابع (») ې مستمر بتقطع ينعدم من 
اجل 0 يه« » ومستمر من اجل 0 اږ ويحقق المتراجحة: 
٧)#( | < Cerox‏ | 
من اجل 0 حي . 
البرهان . من الواضح ان التابع م0 خولة لابلاس التابع (۾) ,ې 
المساوي ل 0 من اجل 0> ول © من اجل 0< . يحقق التابع 
() ۴۰ متطلبات النظرية. يمكن بعد عزل هذا التابع افتراض ان التابع 
() 9 نفسه يحقق من اجل وم << ج المتراجحة: 
B )0(‏ >> | (م) © | 
نعرف في هذه الالة التابع (2) ې بالدستور: 
مهدر 


)1( ا سي (ه) ې‎ QP (p)e?*dp (Y> Y0) 


موا ڼي 
باستخدام دستور كوشى ( بصفة مائلة ل 5 ب) واعټادا على 
الشرطين 1) و 2 ) من اليسير اثبات عدم تعلق التكامل (1) ب 7 . من 
جهة ر لدينا المتراجحة: 
Ê e*‏ >> روك (E+ in) | ٥‏ © | 1 جم > | (ه) |١‏ 


عندما يكون 0<» » نحصل في حالة جعل ۾ يؤول الى عللى: 


۹ | (#) ۹ | 
اما نا خص 0 تب« فنجعل ېپ يؤول الى + نحصل عندئذ على 
0= (#) ¶ . 
إذا وضعنا الدستور (1) على الشکل: 
جد =( ب 
فاننا نرى بان د #8 محولة فوريى » بالنسبة للمتغر » » 
للتابع القابل للمكاملة مطلقا («# + 5) © . ( ثم مثبت). من دستور القلب 
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مړ 


آي : 

(2) © رن +ع)‎ = 1 25:0 (—z) e(ê+m= ې ا = ېږل‎ (z) e”P* dz 
بحيث ان (رن +5) © يمثل فعلا محولة لابلاس التابع (ي) ۾ . يلعب‎ 
الدستور (1) دورا هاما في نظرية تحويل لابلاس» يسمى هذا الدستور‎ 
دستور القلب للابلاس.‎ 
ب . لنر ما هي الشروط التي ينبغي توفرها في التابع (م) ۾ كي تحقق‎ 
حولة لابلاس لهذا التابع فرض النظرية أ. لنفرض ان )ب يقبل‎ 
الاشتقاق 1 م7 مرة بإستمرار ومشتقة ذو الرتبة موجود ومستمر بتقطع‎ 
بحيث تحقق هذه المشتقات الشرط 1(14.15 ). عندئذ عندما نكامل المساواة‎ 
مرة بالتجزئة فصل من اجل ي ىدم < م80 - 5 على:‎ ” )2( 

کہ > |( | جر | - | (م) ©| 
0 
ين > و 0 

نرى اذن ان فرض النظرية أ محقق اذا كان 2 = «” . وبالتالي فإن 
وجود المشتق الثاني المستمر بتقطع للتابع () ې يضمن توفر فرض النظرية 
. 
5 .34. يساعد تحويل لابلاس في كثير من الاحيان على حل المعادلاات 
التفاضلية العاديلا او ذات المشتقات الجزئية الموافقة لجمل غير مستقرة؟ في 
مثل هذه المسائل فإن التابع المجهول () / منعدم من اجل 1>0 . 
ويحسب» من اجل 0 <¿ » ان تحقق معادلة وبعض الشروط الابتدائية من 
اجل 0 سم . 
نعتبر في البداية معادلة تفاضلية خطية ذات معاملات ثابتة: 

©) 5ع 0) مه ...+ ۵) په )"مه (1) 


5 5 5 ,0 = (0) لا 
نستكملها المعطاة : 
بالقم مدلا = (0) “لا 


ا ھت A‏ 


سول = (0) كار 
209 


حيث تحقق ۵)9 الشروط 1(14.15). نضرب العادلة (1) في 
*-م ونكامل بالنسبة ل 2¿ من 0 الى ©. نرمز ب: . 
y (e! as‏ | - (م) لل 
وله لالاس اکا وحفص بالكاملة ا 


+p () e”P* dt =‏ 5 “5-م ) 01-11 اع غ) 'ا 


= اد وا‎ pY (Pp), 


oo 


jera Wer +p fu (etat = 


= ((م) ۷م عدن )م + ~J‏ = 
و(م) p۷‏ + وريم — ل — = 


چ ‏ لذ Me ES‏ چا مه باي اط E ENE‏ ها یا ROD‏ ده غه فا E‏ سا و 


+ ”| اع (ع) ٧ dt = y=‏ )4( هي 


ےول “مس )مړ | +p‏ 
0 


وملام س دوم لاسا)9 وو لاس 
= ((م) ۷ p'‏ + ون "ر -... 
—Yn1— PYna2—...‏ = 


+p" )p(.‏ م ور 


يغرب كل معادلة من (3) في المعامل په الموافق لا وبا جمع حصل على 
المعادلة. ذات الشكل : 


Ro (م)‎ + RF (م)‎ Y (p) = 8 (م)‎ 


حيث ((م) ۸ كثير حدود ل م درجته لا تتجاور 4 م » اما 
(م) ۸ فهو كثير حدود ل م درجته ۸ » وتمثل (م) 8 محولة لابلاس 
التابع 0 65 . خصل فیا بخص التابع المجهول Y (p)‏ على معادلة جبرية 
خصة بحل هذه المعادلة نجد: 
(p) 2 810 )8(‏ 1 
FR (p)‏ : 
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يحقق التابع مل فرض النظرية 24.15 ١‏ خاصة اذا وضعنا 








(8) 16 :۱ي 
رچ سنا- 6 





Fo(P) _C -(س) 8م‎ CR (p) 
۸ (p) ۶٢ مهم‎ 


كسر ناطق ل م حيث تتجاوز درجة المقام 1 ې « درجة البسط بوحدتين 
على الاقل لأن تعريف ع يبن ان حدود البسط ذات الدرجة # تزول 
بالاختضار: ٠‏ 

اما فها يخص التابع لک فليس من المؤكد انه يحقق فرض النظرية 
245 - أ؛ لأن ذلك يتوقف عن طبيعة التابع رىي ور . اذا كانت درجة 
كثير الحدود (م) ۸ اكبر من 1 يكفي ان يكون التابع 0)9 يحقق 
الشروط 1(14.15) لأن (م) ۸ محدود؛ وإذا كانت درجة (م) 8 
تساوي 1 فإن المتراجحة 5 (3) تشبت انه يكفي ان يقبل التابع 
مشتقا مستمرا بتقطع يتمتع مع ()6 بالشروط 1(14.15). 

إذا حقق التابع د ايضاً فرض النظرية 24.15 أ فإن تطبيق 
هذه الآخيرة يؤدي بخصوص الحل ()« الى الدستور: 

(4 هتل اما سيرم ۱ (۵) لا‎ ert ap 

إذا كان التابع (م) 8 قابلا للتمديد تحليلياً في كل مستوى العناصر 
5 (مع وجود نقاط شاذة منعزلة) فإننا نحسب عادة التكامل (4) بواسطة 
المكاملة على طول محيط باستخدام نظرية الرواسب كا فعلنا في حساب 
تكامل فوريى لتوابع كسرية. نلاحظ بحصوص 0 < ع ان التابع ؛مم 
حدود في نصف المستوى الايسر (+->8602) وهو ليس كذلك في 
نصف المستوى الآخر؛ يجب اذن انشاء انصاف الدوائر التي تمثل جزءا من 
المحيط الواقع على يسار الستقم و = م٥۸‏ وليس على بمينه. یکن 
اختيار + اي عدد شريطة ان تكون كافة النقاط الشاذة للتابع (p)‏ ۸# علی. 
يسار الستقم م = م ۴٥‏ ۰ 
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5 .44 . مال . نعتبر معادلة من الرتبة الثانية 
ay’ + ayy = 5 sin kt, yo =0, yJ =0‏ حل aol"‏ 


جذراها المميزان (13 .71 ) هرما العددان العقديان المترافقان ( غير الحقيقيين) 


8¡ + »=4 و 1:8 ایس 1 حيث 0> » . 

تصف هذه المعادلة في الكهرباء التذبذبات القسرية في دائرة تحوي 
مقاومة ومكثف خاضعة لقوة ترددها ) . إذا اجرينا تحويل لابلاس على 
هذه المعادلة نحصل على : 


kk‏ — ين bsin ٣-٣۱‏ ا = Y (p)‏ (يه + مره ل ثومه) 
د 





k2 + p2 

بحلها ند : 

= (م) ل1 

٨٠ وه وره هه‎ FF FP) 
7 م من قانون القلب يائي : مهوا‎ 

نات ف - ران 
PY‏ دق زوه مره + Ani J (top‏ 

نصع : ع 


f (P) = وه جو كوم‎ FF ۶ 


يقبل المقام اربعة جذور بسيطة عند النقاط الد و 8ن ده . یکن 
اختيار 7۷ اي عدد موجب . لحساب التكامل نتمم المستقم 7= Rep‏ 
. صم مه .)هه . ۰ ۳ ۳٩‏ ِ, ' 

بنصف دائرة نأخذ نصف قطرها كبيرا بكفاية في نصف المستوى الايسر 


(الرسم 2.15 )؛ نحصل عندئذ حسب نظرية الرواسب 34.10: 
+ پو سوا Res f (p)‏ + ريم[ (5) bk {Res f‏ = )( ؤ 
-ig}‏ موا Res f (p)‏ + ميېموا (ص) Res f‏ - 





نحسب كل راسب حسب الدستور العام 1(24.10) باعتبار الاقطاب 


۶ وم 4 (م) 4 
البسيطة : (Po) (P0)‏ 7 مووا (م) 8 RA BUY‏ 


(6) = bk [a eH: gait, اجا ا‎ 
¥¥(= (^® -F k2) 2:260 ېش‎ K2) 2:84 7 
)ان‎ e~iht 
+ (—agk سل لوه ل‎ a2) 204 ` (—agka— - aıik +a») 2ik 


حصيلة ذلك هو تراکب تذبذب دوري تردده يساوي تردد القوة 
الخارجية وتذبذب متخامد تردده يساوي التردد الذاتي للنظام ؛ تعين سرعة 
التخاند بالكمية » » اي بفاصلة الجذرين المميزين. 
عندما يكون 0 ام و # = 8 فإننا نحصل على رنين. نأخذ حينئذ 
المعادلة الاو الشكل : 
J” + ky = b sin kt‏ 


ePt d 
(p2 — 5 سو‎ 
للتابع الواقع تحت التکامل.‎ 2 7٧ تشكل النقطتان :+ = م قطبين‎ 
بحساب الرواسب استنادا الى الدستور 2(24.10) نجد:‎ 
5 1 12 1 3 1 1 
(0 =bk[e (te) +e" (rq) [ - 


bt 
سي‎ 008 kt بت‎ 13 


وحلها هو 


sin kt 





وهذا يمثل تذبذب سعة متزايدة لانهائياً. 

5 .54 . يكن تطبيق نفس الطرق على المعادلات ذات المشتقات الجزئية 
عند تطبيق تحويل لا بلاس تصبح العادلة التفاضلية العادية المعتبرة 

معادلة جبرية بالنسبة للتابع المجهول, اما إذا احتوت المعادلة على المشتقات 

بالنسبة ل : وكذلك بالنسبة ل 2 ٠.‏ .... فإن تحويل لابلاس يزيل 

المشتقات بالنسبة ل ٤‏ ويحتفظ بالمشتقات بالنسبة ل 2 لا »... 


نعتبر على سبيل المثال معادلةالحرارة شن في مجالمنته 


303 


> ٭ > و مع الشروط 0)س0,۵)ه سح ۵ ځیه uo‏ 2 (0 )کل . 
من وجهة النظر الفيزيائية فهذا يعني ان الجرارة لا تتسرب من النقطة 0 = ء 
رانا اظ هرا روا دل عند النقطة: = » بايراد حرارة من الخارج 
ره <ء) وان درجة الحرارة في اللحظة الابتدائية. ثابتة وتساوي ده. 

نطبق تحويل لابلاس بالنسبة ل ؛ فننتقل من التابع وه الى 
التابع : 


مه 
١ e“Ptu (x, t) dt‏ حزم U),‏ 
0 


فصل بخصوص اتابع رم ٠٠.‏ على المعادلة: 
1 (م dêv (z,‏ 


مم - = رع ,) pv‏ — 022 


مع الشرطين: 0م )مه و لسرم ,)0 
تلك هى معادلة من الرتبة الثانية حلها هو 


ملاع شحت ب عدم مه 


P cht Vp 
ومنه:‎ 
من ېډ‎ 
O, RT | له‎ 
إن التابع الواقع تحت التكامل متباين بالنسبة ل م واقطابه هي‎ 
.) ۸=42,... ممم )4ہ( حسم (حيث‎ 


سنبين أن التكامل يساوي المجموعة (غير المنتهي ) لرواسب التابع الموافق له 
عند كل هذه الاقطاب. للقيام بذلك نعتبر في نصف المستوى الايسر 
نصف الدائرة «7 المتمركزة في مصدر الاحداثيات والتى نصف قطرها 
8 (الرسم 15 .3)؛ إنها تمر بين قطبين متجاورين ؛ سنبين ان النسبة 

۷ س ۰ ا‎ 8 ٢ 7-7 - hz 
غه حدوده على کل لصف الدائرة» ومنه يتصح من توطئة‎ 
جوردان 11 .23 - د ان التکامل على ,7 يؤول الى الصفر لما م يؤول الى‎ 
. وبذلك يرد التكامل )1( كالمعتاد الى جموع الرواسب‎ »» 
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الرسم 4.15 


٢ . chz Vp 2 . 8‏ 8 سه 5 
بدل اعتبار النسبة chi VE‏ على نصف الدائرة « 1 حيث 
8 م1 يکن استبدال و۷ ب ثم و م ب 2 واعتبار النسبة 
سوت على ربع الدائرة ۸[ ذات نصف القطر /ع-م وذات زاوية 
قطبية متغيرة من 2/4 الى 37/4 (الرسم 4.15). نضع :+= لدينا 








هحم و ع>|ا|ا و 




















sin zt 2_‏ قمع 6٥٥ zt +i sh‏ ومع طه | 2| (*: + 5) « ه۱ 2 يا 
sinir‏ قا طة + +7 009 15 || | ٣۴‏ اڅ 6٣١)‏ | ولط 
sin zt ch® lë‏ 8ه sh‏ ل cos xt‏ 5ه قطه __ . (2 ( 


| قطه‎ 15 cos ېئ‎ ah JË sin® چا‎ ch? ې ها قوم عا‎ sh® ع1‎ sin” ٤ 
فإن لدينا هم-۱ على الدائرة و2 من‎ ٧١١-8 إذا كان‎ 
حيث «1 وم‎ > cos It < 1. اجل « كبير بكفاية. وبالتالي‎ 
صغم ان بالقدر الذي نريد ؛ إذن:‎ 
)3( ch قط 2| خو‎ 1 
chil | )1-( 688 1-۶ 
)2( إذا کان 8<|غ| فإننا نعوض في مقام الطرف الاخير من‎ 
امه ب ع )مهو فنحصل على:‎ 


2-1 
lë < coth? 8‏ زا و حسم چک 











ch zg 
ch lé 











حدود على الدوائر 
المذكورة بثابت لا يتعلق ب « . وبالتالي فإن التكامل يرد كما ذكرنا 
لل إلى مرعة اراس إن الراسي عند قاری 





)4( 
ينتج من (3) و (4) ان النسبة اه 
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5 ٨4 1 2 9 ۱ 0 5 5 


)2 =( ه٣‏ 
-م) cos‏ )1 —-^2( 7 
في الاخير» نحصل على E‏ 


1 لوم 0 ۳ 0 
ږو (2-م) وم 27 ا 2 (من = س( و( ,7( u‏ 


n= 








§ 15 5 (*) اصناف التوابع شه التحليلية 
15.5. يطبق تحويل لابلاس بكل نجاح في مسائل ذات طابع نظري. 
تمثل نظرية أصناف التوابع شبه التحليلية نوعا من هذه المسائل* . 
نحن نعام انه إذا كان (2)/ تابعا لمتغير حقيقي « وكان يقبل 
الاشتقاق لانهائيا بجوار نقطة مد فهو ليس بالضرورة تحليليا أي انه لا 
يقبل بالضرورة النشر وفق سلسلة ايلورية بجوار هذه النقطة. لکن إذا 
كانت مشتقات (2)م/ لا تتزايد بسرعة كبيرة, مثلا اذا حققت هذه 
المشتقات الشروط: 
CM"n!‏ < | (م) ™/| max‏ )1( 


[x-xo| <8 

فإن هذا التابع يصبح تحليليا بجوار النقطة 220 (انظر 25.8(. 
اذا طبقنا دستور کوش 1(43.10) على مشتقات تابع تحليل يمكننا 
بسهولة اثبات القضية العكسية وهي ان تحليلية تابع (2) ۶ جوار نقطة 
وه تستلزم المتراجحات (1). لتكن ...۰ Mo, Mi, <... Mn,‏ متتالية 
كيفية من الاعداد الموجبة. ندخل الصنف ٥.‏ المؤلف من التوابع 
f )2( ٠‏ المعرفة على المحور: مه > ± > مه والمحققة للمتراجحات: 

| قار‎ (z2) | > CM"mn (n=0, 1, 2, ...) 

حيث © و 1 ثابتان قد يتعلقان باختيار التابع (ه) م . إذا تزايدت 


* حسب [6] 306 
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الاعداد .:7 بسرعة تفوق سرعة < فان الصنف ه٤‏ يکن ان 
يحوي ايضا توابع غير تحليلية. الآ ان دنجوي 26:07 اثبت عاما 1921 انه 
توجد اصناف ٤٥»,‏ تحوي توابع غير تحليلية لكنها تتمتع بخاصية 
الوحدانية: إذا تساوي تابعان (2)/ و )م . منتميان للصنف 
سل » عند نقطة 0ت وكذا مشتقاتها على التوالي» فإن )مر و 

٤‏ تابعان متطابقان. إن هذه الخاصية معروفة فيا يخص التوابع 
التحليلية (تنتج من 93.10 - ر). 
5 .25 . تسمى الاصناف ,رم٥‏ الق اذا تطابق تابعان منها ومشتقات)| 
على التوالي عند نقطة يصبح التابعان متطابقان» تسمى أصناف التوابع شبه 
التحليلية (أو أصناف شبه تحليلية). قدم كارلمان ( مقصاعة0 ) سنة 1926 
وصفا كاملا للأصناف شه التحليلية . واقترح اوستروفسکي ) Ostrovski‏ ) 
سئة 1930 نصا أكثر بساطة. لفهم نص كارلمان - اوستروفسكي ينبغي ان 
نقوم ببعض الانشاءات التمهيدية. نفرض ان المتتالية .70 تتزايد لما 
مه جم بسرعة تفوق سرعة أي تابع من الشكل 7 » حيث 0<« 
(سنبين ادناه انه إذا لم يكن الامر كذلك فإن المسألة تصبح في غاية 
البساطة). عندئذ. من اجل كل 0< فإن المتتالية م”/”” تؤول نحو 0 
لا مه ج وبالتالي فهي محدودة. يلعب فيا يل التابع التالي الدور الرئيسي. 

OE 

يقبل التابع () 7 تفسيرا هندسياً مفيدا. نعتبر في نصف المستوى 
الاين من مستوى الاحداثيتين « ون . متتالية النقاط ذات الاحداثيات 
n‏ = ينهو ي٧‏ 1ل = ہل ( نقاط فاليرون همءللة7 ). ما أن 0 ج ٣"‏ 
لا مه ج م فځان مه جح ,ير 10 ل ۳ هآ «بحيث ان من اجل كل7و0<م 
لا يويحد سوى عدد منته من نقاط فاليرون المحققة للمتراجحة 

)1( م1٨‎ — ln m, > b 
يقابل المعادلة ناډ دم أو المعادلة طا + ام عدن فى‎ 


6 
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نصف المستوى الايمن ذي الاحداثيات 2 و ر » نصف مستقم معاملة 
الزاوي م م[ يقطع حور الاحداثية ن عند النقطة 5 . تبين المتراجحة 
(1) انه لا يوجد فوق نصف الستقم هذا سوى عدد منته من نقاط 
فاليرون. إذن. من اجل كل م يکن ايحاد نقطة () طا = طض بحيث 
يستحيل ايجياد نقطة لفاليرون فوق الستقم 

eh Fo‏ و 
اما على المستقيم ذاته فتوجد على الاقل نقطة (الرسم 5.15) يسمى نصف 





لدينا» انشاء, من اجل کل )8 = م وکل م : 


—nlnr + 6 (r) > — ln m, 
. بحيث ان‎ 


ل ما mp} == sup‏ سام (r) > sup {r In‏ 6 (2) 
لكن, با ان المتراجحة (2) تصبح مساواة من اجل عدد # على الاقل 
فإن لدينا في الواقع : 
ن1 ما (r) = sup‏ 6 
إذن: 
(r) = In 7 (r)‏ ۵ (3) 
سيساعدنا التفسير المندسي للتابع () 7 هز في الوصول الى بعض 
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ان 5 تابع متزايد ل «:لو کان ( )دپ )ف من اجل 
< و7 لر كل نصف ستقم لس ۵ ردا »- = لتحت نصف الستقم 
(«) ۵ + رم و1 سه = ل وهو ما يناقض کون هذا نصف الستقم يحمل 
على الاقل نقطة ليفاليرون. ثم. يمكننا دوما انشاء نصف مستقم ليفاليرون 
حسب قيمة ۵ المعطاة (هذه القيمة هي ()ة؛م: < ) وذلك باعتبار 
جاعة كافة انصاف الستقهات التي تقطع حور الترتيبات عند النقطة 6 
وبالاستدلال وفق الطريقة الواردة اعلاه. يعني ذلك ان التابع المتزايد 
() 7 ما-()ه يأخذ كل القم (() 5 ص ح) وبالتالي فهو مستمر 
(63.5). (يمكن ايضا البرهان على انه تابع خطي بتقطع ل 7۳7 لكننا 
لسنا في حاجة لذلك). 
بمقدورنا الآن تقديم نص اوستروفسكي لنظرية كارمان: 
نظرية: نضع 


نه 702 )4( 
عندئد 0 لكي يكون الصنف €n‏ شبه تحليل يلزم ويكفي ان يكون: 
مه r=‏ ی (5) 


لیکن مثلا ۴(ام) = دم » حيث نه مثبت. من السهل حينئذ ان 
نری» باستخدام دستور ستيرلينغ  75.11(‏ ب) بأن» ترب (م) 7 


وبأن التكامل (5) متقارب من اجل 1 < یې ومتباعد .من اجل 1 >> » . 
ينتج عندئذ من نظرية كارلمان ان الصنف «عوم60)2 يكون شبه تحليلٍ 
اذا وفقط إذا كان 1 >> ه ( نذ كر فضلا عن ذلك ان هذا الصنف 
مشكل من توابع تحليلية). 
دال ملاک نش فبا ري :ري ا غږ فة يمكن 
ان نثبت مثلا ان التابع د« ومن (0) -7 < = (ه) (ينتمي للصنف 
بم وهو ليس تحليليا في حالة مه + ٢ا‏ ؛ إذن من اجل: 
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م" !» = په مثلا فإن الصنف شبه التحليلي بیس 6 يحوي توابع 
5 .35 . نبرهن فا يل (35.15 - 65.15) على نظريهة كارلان. 
اوستروفسكي الواردة ف 5. 

نرد. في هذه الفقرة, مسألة تمييز الاصناف شبه التحليلية الى مسألة 
حول التوابع التحليلية في نصف مستو. وذلك باستخدام تحويل لابلاس. 

لنفرض أن الصنف ٥...١‏ ليس شبه تحليلى . يعنى ذلك انه يوجد 
تابعان f)‏ و (2) € متطافغان مید تقطة و 2 وركذا مشتقاتهما على 
التوالي» بدون ان يكون هذان التابعان متطابقين ايا كان. دون املس 
بعمومية المسألة» نستطيع وضع 0= دد (2) ع )م من اجل 
6 < 2 ؛ يمكئنا دوما الرجوع هذه الحالة باجراء انسحاب وتعويض 2 ب 
ء أي باجراء العمليات القابلة للإنجاز في الصنف مس 6 . نعتبر بعد 
ذلك التابع (2) © المنعدم من اجل 0->2 والمساوي ل (ه) ع - (ء) / 
من اجل 0 <2 4 من البديبي انه تابع ينتمي الى الصنف ټس 6 .با 
ان التابع منعد م من اجل 0 > ۾ وحدود من اجل 0 -<2 فهو يقبل محولة 
للابلاس: 7 
dz‏ "تس (د) ې | (p)=‏ © )1( 
وهي تابع تحليل في نصف المستوى E‏ . 

نبرز الآن بعض خاصيات التابع (م) © . اذا کاملنا بالتجزئية ۴ مرة 
في المساواة (1) لنحصل على: يډ ۶( 9 (o) = Î‏ 9م 

0 

ومنه يأتي .التقدير: 5 


| ۶9 (p) | > 1/۰ أ‎ e ل‎ 01/7 Ty < CM "mn 


0 
ذلك نعتبر 0 (م) ص تابعا تحليليا معطى في نصف المستوى الكيفي 
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0< وبح م80 يحقق التراجحات. 
CM"mn (=0, 1, 2, ...(‏ > | (م) "م | 
من الد عي ان *م/(م) هټ يحقق فرض النظرية 24.15 - أ؛ يمكن 
اختيار مثلا حبسم 070 مثابة الحاد الاعلى القابل للمكاملة الذي يتطلبه 
الشرط 2 ) من النظرية المذكورة اعلاه. يأقي من النظرية هذه ان التابع 
المعرف بالمساواة 10--1) ميم 
dp‏ “مع 2 ٍ سل =(2) ب )2( 
در 
منعد م من اجل < 0 . لما كان 0 صن (م) ص فان لدينا ايضا 
0 عد #) ب من اجل 0 << 2 . اضافة الى ذلك فان 2 ب يقبل 
الاشتقاق من كل الرتب : 
ap|<‏ وسک ۳ ٢ O‏ أجل | 





ه1 


: 2| 
<a Mm, | مس"لة سل‎ 


مجان 














CMr 
-- 2 mn ولا سو ا‎ | 





2 

نرى إذن ان التابع «م«-م (ج) ې ينتمي الى الصنف 0 5 أن 
0 > ©) ب من اجل دږ و 220 2)م فإن الصنف مم٥‏ 
ليس شبه تحليلى. إذن فإن مسألة شبه تحليلية صنف يس »6 معطى 
تكافيء مسألة وجرد تابع 0 غت(م) © تحليل في نصف المستوى 
۲0 < مو8 يحقق المتراجحات : 

CMM, (n=0, 1,2, ...)‏ > ]| زم) 9م | 
( « مسألة واتسن 788508 »). 
5 .45 . بالقلب 20/6 = م يصبح نصف المستوى « <م 18 هو القرص 
1 >>| 1 -- | وترد مسألة واتسن الى المسألة التالية: ما هي الشروط التي 
ينبغي توفرها في متتالية .7 لكي يويجد في القرص 1 >> | 1 :| تابع 
تحليل 0 () م7 يحقق المتراجحات: 
"اد | مس631 > | (ه) ”| )1( 
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نلاحظ على سبيل الثال ان مثل هذا التابع غير موجود عندما يكون 

© بیس من اجل متتالية اعداد ...یس ,يم . ذلك انه اذا 
کان : 

۱١ (ه)‎ | 6 1/6۳۴٤) - CC, (Mro|s|)* (n= دد بوه و‎ ( 

فإن اختيار 1/)38/70>>| .| والانتقال الى النهاية من اجل 
ه جم" يؤدي الى 0= (م)جم خلافا للإفتراض. وهكذا فإن 
الصنف «,,60 شبه تحليل ضمن الافتراضات المتخذة على المتتالية م5 . 
من جهة أخرى لدينا في الحالة الراهنة : 

T (r) = sup سير‎ = co pour r > Fo 

اما الشرط (1) فهو حقق بداهة. كا سبق ان رأينا في 15 .25 عندما 
یکرن (.. ,2 ,1 = ) ٥:۲۳۸‏ > به" فإن المسألة بسيطة جداً. 

نعود الى الحالة العامة ونفرض وجود تابع و) مد يحقق الشروط 
المذكورة. يمكن ايحاد م بحيث #0 (م) مه 1>>| pe)‏ + م) IF‏ 
من اجل كل الاعداد الحقيقية 0 وبحيث يكون التابع () م على الدائرة: 
مم + م = 5 صفر واحد عند0  -‏ . إن كل الانشاءات التي اوردناها 
حققة في القرص م > | م ء|. بفضل المتراجحات (1) لدينا: 











ای 2p cos‏ | "إل © = "| "mrp" | 1 e?‏ 1ل © >> | (فتهم + م) 7 | 
اولقن اسار له في الطرف الاخير من المتراجحة الاخيرة نجد: 
2 7 
pe’) | > :‏ + م) F‏ | 
max OT‏ 
چ- cos‏ م2 Mnmn‏ یا 
ومن تعريف التابم T(r)‏ : 
E‏ 





|# م)‎ + pe) | > 


اس 


إذن: 


In | F م)‎ + peê) |< In 6 ساح‎ T شش‎ 
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لدينا النظرية التالية (سنورد برهانها في 65.15) المتعلقة بالتوابع 
التحليلية: اذا كان 2) © تابعا تحليليا في القرص ۸ >> | وه 2 | وكان 
غير منعدم عند 20 > 2 ولا يتجاوز الوحدة بالطويلة وكان مستمرا في 
القرص المغلق #>> امه -2] ويقبل صفرا واحدا على الدائرة 
7ع ]مه ول فان التكامل : 
27 


2 | 1n | © م۳)‎ he’) | 8 
1 منته.‎ 


بتطبيق هذه النظرية على التابع 2) ۴ = 2) ® نرى ان التابع: 
ارس رو هوه ې 8 
| 2170 


ج008 
2 

IS‏ دن 8 . إذا 
اجرينا التعويض . =| كي ده | م276 








فإننا نصل الى تقارب التكامل: ل 1 ف 








(2) 
اخيرا , إذا لم يكن الصنف بيس» شبه تحليلي فإن التكامل (2) 

متقارب. يبين ذلك كفاية شرط كارلان الوارد في 25.15. 
55.5. نشرع في البرهان على لزوم شرط كارلمان بافتراض ان التكامل 
5 متقارب. عندئذ يكون الامر كذلك فیا يخص التکامل: 


1 27 
اش 181 
(nex 2|)‏ 1 
وبالتالي يمكن انشاء تكامل بواسون Foon)‏ 


1 1 
ا InT‏ حي = G (rei)‏ 
2ل رب -0) 2r cos‏ —1 اه 6 5 و 


313 


الذي هو تابع توافقي في الدائرة  !‏ . نضع ()مص ‏ (4 - 6 © 
ونرمز ب ()0 للتابع التوافقي المرافق  94.14(‏ ج) في القرص 
1|>>1 - و |. لیکن بعد ذلك: 6 0 )()ع)-ه ح (و) ۴ 


حينئذ يحقق التابم F (s)‏ المتراجحات : 
ls |" (n =0, 14,2, ..١‏ يسه | © ”| (1) 
ذلك ان المتراجحات (1) تكافيء المتراجحات: 
e-P0<ma|s |" (n=O, 1, 2, ...(‏ 
ای اترافعات: 
(نه) ٨1م‏ ددم دا (s) = —P (s+1)‏ @— 2(7) 


يمكن تمثيل الحدين في الطرف الأيمن من (2) على شكل تكامل بواسون: 


271 
1 ln mp (1 — r2) 
ln mp = جو‎ 1 Tr cos OFF ۹ 
1 271 1 0 ٩ 
٣ 181: +1| (1—rF®) 
nin|s+1 |= 1 1-2 cos (ب-6)‎ + r3 d0, 


بعد ذلك تصبح المتراجحة (2) الطلوب اثباتها كالتالي: 


|r 12‏ 10 1 1 1 1 03 
4>0 وود |" دن ت4 دا ! 
2 





لكن |$ همه |2- رهم ۸ 1 ۽ لما كان: 


` 7(0 = sup 
(r) Pa 


لدينا من اجل کل س على حدة: 

T(rmar ">1‏ ,ل < 0 7 
وبالتالي فإن التابع تحت رمز المكاملة في (3) غير سالب. ينتج من 
ذلك ان المتراجحة (3) محققة؛ وبالتالي فالأمر كذلك بالنسبة ل (1). 
ومنه يأتي ان الصنف «,س,60 ليس شبه تحليل حسب 35.15. ينتهي 
بذلك برهان نظرية كارلمان. 


5 .65 . نبرهن هنا على النظرية المستخدمة في 45.15. 
نظرية. إذا كان تابع  )‏ تحليليا في قرص # >| مت - :| وغير 
منعدم عند 20 = 2 ولا يتجاوز العدد واحد بالطويلة» وكان مستمرا في 
القرص المغلق ۸> | مء | ويقبل صفرا واحداً *± على الدائرة 
lz—2o| =k‏ فإن التكامل : ٠‏ 
2r‏ 
l(a het) | ap‏ | - 

منته. 
البرهان. بدون الس بعمومية القضية يمكننا وضع 0 = ر 82-149 و 
*ج. إن التابع (2) 1 تحليلٍ في القرص1 > ” >> | 2| ولا يمكن ان 
يوجد في هذا القرص سوى عدد منته من الاصفار سه ...2 ؛ 
نستطيع ان نفرض انه لا توجد اصفار على الدائرة > | 2| . نعتبر 
المحيط المغلق © المبين في الرسم 6.15 وهو مشكل من اقواس الدائرة 
+ ع | |١‏ مرسومة في الاتجاه الموجب والدوائر (##.... ,2 ,1 = #) م2, التي 
لها نصف قطر ٥‏ صغير جداً. مرسومة في الاتجاه السالب وبالمنحنيات 

[ ,عا = ,7 التي تربط الاقواس المذكورة» وهي مرسومة كلها 
مرتين في اتجاهين متعاكسين. إن التابع 2) / 1 تحليل داخل المحيط 0 
ويمكن تمثيل القيمة (0)/ 1 بدستور كوشى: 

2 هزم | جرد - (0) nf‏ (1) 

نعتبر جزء المحيط © . المشكل من الدائرة ,6 ذات نصف القطر م 
والمتمركزة عند النقطة رت » نرسم هذه الدائرة في الاتجاه السالب. يكتب 
جزء التكامل (1) المأخوذ على طول الدائرة © على الشكل: 


0 قأووخ 1 
"9 اع دږ e‏ 1 278 2 
1 





إذا كان :۴ هو تضاعف الجذر نز فإن: 
(2) و ! أزرة -—) > (ه) f‏ 
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هھ 


حیث 0 (ر2) ر۶ ولدينا: 
fı (|=‏ (روع) [ni (2| = [1n‏ 
kj In (z—2y) ۰18: f; )2( | <k; | 18 3-2, | 28 | +‏ | = 
و عل زع 18 |ره > |2( fy‏ علا 
يتبين من هذا التقدير ان التابع الواقع تحت التكامل في (2) يصبح 
صغيرا بالقدر الذي نريد عندما نجعل 8 يؤول الى الصفر؛ وبالتالي فإن 


Ça). 
ره‎ 


الرسم ‏ 6.15 
إذن فاننا عندما نحيط بالنقطة ره في الاتحاه السالب يتزايد التابع : 
In f (2) = ln 11 )© | + iarg f )©‏ بمقدار :2-228 ؛ وبالتالي فإن 
التكامل على طول جزء المحيط المشكل فمن قطعة المستقيم. را المرسومة 
مرتين في الاتجاهين المتعاكسين. يساوي: 
kj | =k, 06 9-7‏ 
ړا 
نلاحظ على كل جزء موال من الدائرة ع |2| ان التابع 2) 1n f‏ 
يتزايد بمقدار 2# » وهو ما يضيف الى التكامل (1) الكمية 
e‏ 
ا k‏ 
3 


التى تمثل عددا تخيلياً محضا. بعد ذلك نفصل الجزء الحقيقى في المساواة 
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(1) لما 0 جه؛ فصل على 


1n | 7 )0( | = 5 ky د + | زه | ص1‎ 5 In |# (re'®)|dê. 


سر 
لکن لا كان 1>إره| ه 0>اإرهامر ‏ فإك: 
27 
mlre) > > 1n) / (0) |‏ | 3 
وهذا يعني بالضبط أن 4 
۱( ]ها <40 | )1/0 j‏ 3 - 
لدينا على الدائرة 1 | | فرضا صفر واحد عند النقطة1 = *4 . 
نختار عددا 8<0 کیفا؛ من البدهي أن: 


وس 
. نحتفظ ب 8 مثبتا وننتقل الى النهاية بجعل « يسعى الى 1 في المتراجحة: 

ان زو 0 اهب > ۹۱۱ زع j‏ بكو - 
إن هذه المتراجحة قائمة من اجل كل0 < 8 . بالانتقال الى النهاية 
لي ا en‏ 


موجود. انتهى برهان النظرية . 


.7 


ارين 


1. اثبت تقارب تكامل فوربي: 


sin و‎ 





9+9 ج مال = ٩‏ 


عند نقطة « التي بجوارها يكون 0 8٣‏ مستمرا ورتا ات 


وې ٠.‏ 
2. قدم مثالا لتابع )مې مستمر ويقبل تكاملاً لفوربي متقاربا بنتظام, 
وبحيث يكون التابع 


۷ "تا (ع) ې (ه)‎ dz 


غير متقارب مطلقا على مه > م > مه -. 


3. قدم مثالا لتابع ) ۾ بحيث يكون تکامله فوریي : 


)غ -«دا 6ل سل sin pt ٢‏ لم ووا 
a‏ -ه ا lim‏ = به 180 کے سار 


2 
عي (1008-5 li‏ (-« )6ل li‏ 
7 وم سم 1 أ 
يقبل نقاط تباعد . 
4 . ابت « مساواة بارسفال 23756٧81‏ ) : 5 5 
dz.‏ 3| )2( 7 أ ۰-6 leto)‏ || 


حيث ()م هو محولة فوري تابح (0)/ يحقق فرض النظرية 31.15 
ومربعة يقبل الملكاملة على كل المحور مه > +> م (بنونشرال 
(Plancherel:‏ . 1 


5 . برهن على ١‏ علاقة الشك » 


< 26 3| (0) ع ٥2|‏ ا دك | )2( f‏ | 2 آ 
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بافتراض ان التابعين (ا)نه و ١)‏ يحققان فرض التمرين 4 وان 


4= هم( ۱۱ | 
6. ليكن ۶۱ محولة لا بلاس تابع ۶ . اوجد حولات لابلاس 
لترابع: )= 1(0 » .0د وم + ع4©)/ [-وام » 
0-80 “ 1 
7. اوجد خولات لابلاس لتوابع: )رم 0(۰ < )1= )يو 
2 يه (1) at 6 Qa‏ صذةع )١(‏ يب 3 
cos at‏ ع (2) %5 6 گے (2) ٧۰‏ 
8 . اثبت دستور القلب لميلين ( ۷111۸ ): إذا کان: 


F حدزه)‎ | f(a) art ول‎ 
0 


: فان‎ 
cio ۶ 
 )ت( سل‎ ١ F (s) x78 ds. 
ومولع‎ 
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نبذة تاريذية 
ظهر تكامل فوربي لاول مرة في كتاب فوربي «النظرية التحليلية 
للحرار » (1822) حيث طبق هذا التكامل على العديد من مسائل الفيزياء 
الرياضية. لم تتضمن اعمال فوربي وكذا اعمال كوثى الذي استخدم تكامل 
فوربي عند دراسة انتشار الأمواج  2(‏ 184). أي برهان على التقارب؛ 
برزت البراهين السليمة» ضمن افتراضات مختلفة» خلال كل القرن التاسع 
عشر » وهي تمثل تعديلات في البراهين الموافقة لها الخاصة بتقارب سلاسل 
فوربي. اما « تحويل لا بلاس » فقد درسه وطوره لا بلاس سنة 1812 في 
« النظرية التحليلية للاحتالات »؛ نلاحظ ان اولر كان قد اعتبر منذ 1737 
تکاملات )ېسه لحل معادلات تفاضلية عادية. لم يُتعرض زمن 
أولر ولابلاخ أبداً لاستعمال تحويل لا بلاس في الساحة العقدية. انطلقت 
ابتداء من سئة 1892 اعمال المهندس الانكليزي هيفيسايد ( 116815106 ) 
الذي عثرء بفضل تفسير وفق قواعد ادخلها فو نفسه لتوابم - م 
( خارج صنف التوابع الكسرية). على حلول بعض المسائل الكهروتقنية التي 
ترد الى معادلات ذات مشتقات جزثية. ظل خلال فترة من الزمن 
« الحساب المؤثري » طيفيسايد بدون اساس رياضي. ثم قام ابتداء من 1910 
برومویش ( 2۶011168 ) م كارسون (68:50282 ) وفان داريول (01< معل 
)٥‏ وداتش (206]55) بتبريد قواعد هيفيسايد بتطبيقهم لتحويل لا 
بلاس في الساحة العقدية. يرجع عهد اعبال دانجوي وكارلان 
واوستروفسكي مول اصناف التوابع شبه التحليلية الى 0 -930. 
إن التقدم الذي تحقق فيا بعد في نظرية تحويل فوربي مرتبط من جهة 
باستخدام تكامل لوبيغ ( وتكامل لوبيغ - ستيلجاس) وبنظرية التوزيعات 
(أو التوابع المعممة) من جهة ثانية؛ نلاحظ بصفة خاصة ان التوزيعات 
تسمح بتعريف محولة فوري تابع يتزايد لا نهاثيا (لما| | > ٠‏ ). ثم إن هذا 
الامرء بدوره» امر رئيسي لحل مسائل اساسية في نظرية المعادلاتالخطية 
ذات المشتقات الجزئية وذات المعاملات الثابتة. راجع (13) و (10()15). 
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الفصل 16 


المنحنيات الاساسية 


إن موضوع الرياضيات البحته هو 
الاشكال الفضائية والنسب الكمية 
للعالم الواقعى» وبالتالي فهى مادة 
جد ملموسة. إن بدت هذه المادة في 
شكل تجريدي الى حد كبير فإن ذلك 
لا يمكنه ان يحجب مصدرهاء الراقع 

في العام الخارجى , الا بستار شفاف . 
ف . انغلس 17.208618 


٤8‏ 1 . تعاريف اساسية 


11.6 يعرف ملحن 7 في فضاء ,۾ بعده م على انه محل هندسی 
تعينه جملة معادلات وسيطية : : 
a, (Û) ) > >> 2‏ = په ,... ,9) يه ره (1) 
أوء وهو الامر نفسه. معادلة شعاعية: 

(< ي>: >> م) )مده )2( 

يسمى الشعاع «) جت نصف قطر شعاع المنحنى ر . 
نفرض أن التوابع () ,ره مستمرة وتحقق بعض شروط الاشتقاق التي 
سنحددها فيا بعد. حتى يكون محل هندسي (1) من الشكل المعتاد لمنحن 
فإنه لا يكفي ان تكون التوابع () ر» مستمرة: توجد جل من النوع 
(1) اطرافها الثانية مستمرة في حين ان المحل الهندسي المقابل لها يمثل كل 
الفضاء ,# (راجع التمرين 5). نلاحظ ايضا انه بالامكان ان يُمثل نفس 
المنحنى (اي نفس المحل المندسي) بعدة جل مختلفة من النوع (1)؛ على 
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سبيل المثال فإن الجملتين: 


Z=rcost, رم‎ =rsint 


z =r cos 7 YJ و )#8( ووه م ع‎ 


تعرفان من اجل مت > > ه- نفس المحل اهندسي في المستوى (8 ,م)" 
وهو الدائرة المعينة بنصف قطرها م ومركزها مركز الاحداثيات. سنرى 
بعد حين ان اختيار التمثيل الوسيطين المناسب يسهل في اغلب الاوقات 
كتابة الخاصيات اهندسیة لمنحن معلوم» صراحة. 
6 .21 کنا رأينا حالة اعم كان ۵)« » الوارد في المعادلة 16 .2(11)» 
يمثل فيها نقطة من فضاء متري تتعلق بوسيط ؛ ؛ كان ذلك منحنيا في 
فصاء متري. عرفنا في 12 .6 . في الحالة التي تكون فيها قم التابع )١‏ د 
منتمية لفضاء نظيمي 8 » مشتق التابع الشعاعي (0) 2ت عند نقطةم حم 
كما يل : 
٧ ' )( - lim EEA 2 (e)‏ )1) 
وذلك عند وجود الطرف الاين بمفهوم مسافة الفضاء 8 . حينئذ يكون 
التابع () » قابلا للإشتقاق عند نقطة .م , . إذا وجدت النهاية (1) 
من اجل کل هد إن ,ي فإن التابع )دږ يقبل الاشتقاق على المجال 
la, 6[‏ ` 
سندرس التوابع القابلة للاشتقاق التي قيمها في فضاء ذي بعدم . لکن 
هناك نتائج ستكون صالحة حتى في فضاء نظيمي ( ذي بعد غير منته) . 
6 .31 . نلاحظ باديء ذي بدء انه بما ان الانتقال الى النهاية في فضاء 
بعده 71 يكافيء الانتقال الى النهاية احداثية احداثية فإن قابلية التابع 
الشعاعي (٢)یه...,()؛ت)-0)«‏ للإشتقاق عنده-؛ 
بمفهوم 6 )يكافيء قابلية اشتقاق ” تابعا عددياً 
#) مه ,. . ..©) و عند م د ع )اضافة الى ذلك لدينا: 
Rm‏ € (0) ده .د (e) = (; (e),‏ أنه )1( 
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لنفسر هندسيا قابلية تابع شعاعي للاشتقاق. كنا تكلمنا في هنا 
الوضوع في بداية الفصل 13 ؛ نعالج في هذا الفصل القضية بشكل مستقل 
وبالتفصيل . 
يمكن وضع التعريف 16 .1(21) للمشتق في شكل مكافيء : 
۵٥ — # (e) = # (e) At + e ( At,‏ + )د = Az‏ )2( 
حيث يؤول الشعاع )م الى الصفر من اجل 0 ۸١+‏ . تبين المساواة 
(2) ان تزايد التابع () ». عندما يتغير ۽ من ه٥‏ الى ۵ + م يحوي 
الجزى الخطي الرئيسي بى (م) د . نقول عن نقطة مه إنها عادية 
(أو معتادة) اذا كان م عب ژه) 'دء وإنها نقطة شاذة عندما مح ۵) له 
(انظر 36.9 - ص). إن الصورة المندسية الموافقة للمعادلة الخطية: 


مسان 2te)‏ 
ش 5 
الرسم 1.16 0 ره 


: = < ده في الحالة التي تكون فيها النقطة‎ = )( + # )( )٤- ٥ 
له‎ (e) عادية هي المستقم ۸ المار بالنقطة (ء) 2ه = 214 ف اتحاه الشعاع‎ 
.)1.16 (الرسم‎ 

وهكذا فإن الانحراف من نقطة على المنحنى الى النقطة المقابلة لها (أي 

من اجل نفس القيمة ل ) على الستقم ۸ » لا متناهى الصفر رتبته عليا 
بالنسبة ل ۸ . هذا السبب» سمي الستقم ۸ ماس المنحنى 1 عند 
النقطة 4ق . بحيث ان وجود مشتق (م) '» غير منعدم يكافيء وجود مماس 
للمنحنى .1 عند النقطةع1 ؛ اما الشعاع ن) 'ه فهو الشعاع الموجه (أو 
التوجيهي ) لهذا المماس. 
6 .41 . لنر ماذا يحدث لشعاع موجه لبماس عندما ننتقل على المنحنى 1 
الى وسيط جديد > بحيث يكون (()2 = ٤‏ تابعا قابلا للاشتقاق ل > . 
ليكن» بصفة خاصة. (2)0 م و اعم س. نضع عندئد: 

2 )٤)۴(( )مت‎ ` 
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ونکتب : 
)7( 1) بت يك و حك سنا كك . سناح() ثم (1) 
وذلك حسب قاعدة اشتقاق تابع مركب  16.12(‏ ط). 
وبالتالي فإن للشعاع الموجه الجديد .| )سم نفس اتجاه 
الشعاع القدم () '» . ونستنتج الاول من الثاني بضرب هذا الاخير في 
() # . وهكذا فإن طول الشعاع الموجه لماس لا يقبل اي تفسير 
هندسي مباشر. كما سبق وان ذكرنا في 11.13 د يمكننا منح الشعاع 
) سد معنى حركي؛ إذا رمز : للزمن فإن )ته هو سرعة 
حركة النقطة (,) د - ه على طول المنحنى رر في اللحظة م د ٤‏ . 
6. ندخل اخيرا مفهوم تفاضلية تابم شعاعي )هه . يسمى الشعاع 
d٤‏ (ه) له مك » حيث ۸ إل تزايد كيفي للوسيط : . تفاضلية 
التابع الشعاعى )هت عند م ع . إذن فان تفاضلية تابع هي الجزء 
الخطي الرئيسي لتزايده الموافق لتزايد المتغير المستقل ۽ . 
لدينا كا ورد اعلاه نظرية لا تغير التفاضلية: إن تفاضلية تابع ها 
نفس الشكل سواء کان + متغيرا مستقلا او تابعا لمتغير آخرا مستقلا 
(يمثل بن في الحالة الاخيرة الجزء اخطي الرئيسي لتزايد التابع ج)؛ ). 
ذلك انه اذا كان . (و «٤)‏ 9۴)ع فإن: 
(e) dt = doz,‏ "د = (e) f (y) dt‏ که = dt‏ (() “8 ع ,08 
وهو ما اكدناه. 
6 .61 . مكاملة تابع شعاعى . عرفنا هذه العملية ضمن 12 .26 فما يخص 
التوابع الشعاعية ان تأخذ قيمها في فضاء نظيمي ۾ . تكامل تابع شعاعي 


060 . ٧ه‏ وشنو و عاد تامو كد ل as‏ هر 
تعريفا الكمية : 2-1 0 
(En) Ak,‏ د E‏ (8) 2 | 
hy —bk,‏ = ده b},‏ = ...او {a = 10S‏ = 11 
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حيث يتعلق الامر بالنهاية بالنسبة لنظم الفضاء 8 من اجل التقسم 
اللامنتهي للتجزئة وز »اي من اجل 
(I) = max Af, > 0 :‏ 4 
اثبت وجود التكامل باعتبار )2 مستمرا بتقطع. اشرنا ضمن 
2 ,26 - ج لاهم خاصيات التكامل : 
ea (1‏ »نمع | وهذا من اجل » حقيقي. 


ف 
E E (2‏ ديق (۵) e+‏ 

١ 6 :‏ : 1 د 
dt (a<e<b) )3‏ ماء | دنه م)ء sar f‏ | 

0 
4( .-۵)))١)د‏ اعمس > نه 0)ت || 
نستكمل هذه الخاصيات بدستور المكاملة بالتجزئة 
ن 

5( )مه )0( ه | حم )4( ()v‏ سح () do‏ 2(0 | 

يمثل هنا () u‏ تابعا قابلا للاشتقاق قيمه في الفضاء.2, اما )د 
فيمثل تابعا عدديا قابلا للاشتقاق. يشبه البرهان على الدستور 5) البرهان 
الماثل له الخاص بالتوابع العددية (15.9 - (). 
6 .71 . المشتقات ذات الرتب العالية . 
أ. عرفنا المتشتقات من الرتب العالية لتابع شعاعي )« في 46.12. إن 
المشتق من الرتية « هو تعريفا المشتق الاول للمشتق من الرتمة )1 -— (n‏ 
إن كان هذا الاخير تابعا قابلا للإشتقاق من اجل >> :>« نفرض 
فها يل وجود كل هذه المشتقات . 
ب . لنر كيف تتغير التوابع الشعاعية ,= ٠‏ ,,» ... عندما نعوض المتغير 
المستقل م بمتغير مستقل جديد ٩‏ › 00+ دع حيث (7) 1 تابع ل 7 
مرن بكفاية. 
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كنا رأينا (41.16) ان المشتق الاول بالنسبة ل + لا يختلف عن المشتق 
الاول بالنسبة ل + الا بالعامل(«) :٤‏ 


Te - نك‎ ri 
باشتقاق هذه المساواة بالنسبة ل + وبتطبيق مرة اخرى دستور اشتقاق‎ 
: تابع مرکب ند‎ 


١ 
پ(پنت) د په‎ = (itr) = لمش پ(وند)‎ Tete = Trt بابي سل‎ 


من ذلك نلاحظ ان الشعاع پږ. ليس موازيا عموما للشعاع :ينه 
لكنه يقع في مستوى الشعاعين و 2 . وهكذا فان المستوى المعين 
بالشعاعين ,بده و ,رت لا يتعلق باختيار الوسيط» على الرغم من ان موقع 
الشعاع ,> في المستوى يتغير عند الانتقال الى وسيط جديد . 

في الحالة العامة مھا کان N‏ فان الشعاع r‏ ينتمى الى الفضاء 
الجزئي ذي البعد م المولد عن الاشعة "2 ,... بات بت 
نبرهن على ذلك بالتدريج : نفرض العلاقة : 8 

2 2 2 (0 


ونشتقها مرة اخرى بالنسبة ل > ؛ نحصل على : 
د( Û‏ 3 
Zt Qh (7),‏ 2 سل (ج) Deepa‏ نه 2 ب + 
بحيث یکن التعبير خطياً على (nen‏ 


Tt, Dit, . 6. ٠و‎ 2 


بواسطة : 


3 


وهو المطلوب. 
يمكن القول ان الذي له معنى هندمي ليست الاشعة رم .مه » 
۰ هبن ... ذاتها بل المنوعات الخطية المولدة عنها. تسمى هذه 
المنوعات الخطية الفضاءات الجزثية الملاصقة من البعد 1ء 2» ...» 
«".... ( وهذا في الحالة التي تكون فيها ,« » =١‏ »... مستقلة خطيا). 
ج. إذا کان التابع رى يقبل الاشتقاق ب م مرة على المجال 
٠‏ 326 


[ن ,4] فإن دستور تايلور  46.12(‏ ج) قائم: 
س (۵) د Az )١ = z (+ ۵۸٨‏ 


لص ۵ کد + ۵ () “نه = 


مش ۵ ر اپ سل. .+ 2 


“+ Qn 


سنا ا 2. في العلاقة السابقة ونستخدم التقدير الوارد 
في 46.12 ج بخصوص یټ نصل الى سلسلة دساتير تزداد دقة اكثر 
فأكثر : 
(t) At +e, )( At,‏ له ع () Az‏ (1) 
(A,‏ ۵ وه + شش ن) Az (= x )( At + a”‏ (2) 
)وه ليل ۵) 00 0 'ه-)«٥ھ‏ (3) 
6. شكل منحن وار نقطة عادية أو شاذة. تبين المساواة 
6 )ان كل منحن ا معادلته ):2 = ± يطابق مماسه. عندما 
يكون 0 () # » تطابقا بتقدير لا متناه في الصغر من الرتبة الاولى 
بالنسبة ل 44 . اما المساواة 2(71.16) فتبين ان المنحنى م يقع في 
المستوى المعرف بالشعاعين () "د ون ي وهذا بتقدير لا متناه في 
الصغر من الرتبة الاولى؛ يسمى هذا المستوى حسب التعريف 71.16 - 
( في الحالة التي يكون فيها ۵) '# و () "ده مستقلين خطيا) المستوى 
الملاصق للمنحنى عند النقطة 1 . إذا كان ع و ها الاحداثيتين في 
المستوى الملاصق بالنسبة للأساس () ي ع 0/9) ”۾ » فإننا نحصل 
انطلاقا من 2(71.16) على التمثيل الوسيطى للمنحنى ع بتقدير لا متناه 
في الصغر من الرتبة الثانية : 1 
(A0‏ = رو Af,‏ دع 
إذن فإنه يأقي من التوضيح الوارد بأن المنحنى زو قطع مكافيء في 
المستوى الملاصق معادلته 3غ = ¶ . 
يسمى الفضاء الجزئي العرف بالاشعة 6/)' 2 8/2)' ند ,7(0 ( في 
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حالة استقلاها الخطي) الفضاء الجزئى الملاصق الثلاثى البعد للمنحنى 
عند النقطة 314 (71.16 - ب ). نرى في 3(71.16) ان المنحنى ¿ 
يقع. بتقدير لا متناه في الصغر من الرتبة الثالثة» في الفضاء الجزئي 
الملاصق الثلاثي البعد المنسوب اليه. إذا كانت ع > »ع هي الاحداثيات 
في هذا الفضاء الجزئي بالنسبة للأساس ورزم) "کب ,0(/2) "+ () مه 

فإننا نستنتج من نفس المساواة 16 .3(71) التمثيل الوسيطي للمنحنى ,1 
بتقدير لا متناه في الصغر من الرتبة الثالثة : 

°( لغ (A2),‏ = رد غه = 





نحصل على منحن ايسري (الرسم 2.16) إن مسقطه على مستوى 
الاحداثيات 5 . 8. هو القطع المكافيء الذي سبق اعتباره 2ع دم . اما 
مسقطه على مستوى الاحداثيات ٤‏ .٠ج‏ فهو المنحنى من الدرجة الثانية 
سج (الذي ننظر اليه انطلاقا من ناية الشعاع () م ).واما 
مسقطه على مستوى الاحداثيات ‏ » ع فهو القطع المكافيء نصف المكعب 
= ج ( الذي ننظر اليه انطلاقا من نہاية الشعاع () '# ). 
نعتبر الآن المنحنى ى وار نقطة شاذة م » حيث 0= (م) '» لکن 
0 عو (م) و0 عد (0) ”د . يعطينا دستور تايلور عندئذ : 
Af‏ )6( وه ې Êz” (e) AF‏ ې (e) A‏ کم پس Az (e)‏ 
وهكذا نرى» بتقدير لا متناه في الصغر من الرتبة الثالثةء ان المنحنى 
ا يقع في المستوى العرف بالشعاعين 2 )د » 6/(م) "بد ومعادلته 
في هذا المستوى هي #١‏ ى ج . إذا احتفظنا باللامتناهيات في الصغر من 
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الرتبة الرابعة فإن ذلك يضيف الد الکمل رورم نی (من 
اجل (0 عب () "انه ) الذي يثبت ان المنحنى يبتعد ع اة 
ه٥)‏ "نه ,() ”# في نصف الفضاء المشار اليه بالشعاع (م) الس 
( الرسم 36 نلاحظ انه بما ان اشارة ۸ ثابتة فإن فرعي النقطة 
الرأسية يبتعدان عن المستوى في نفس نصف الفضاء . 
وهكذا نرى في حالة نقطة شاذة م حيث 0= )ا و 
ې 0 » ان النقطة الشاذة 2 نقطة رجوع. 


2) ( 


(ه)" ن2 ۷ 


الرسم و 
6 .91 . طول قوس . قدم تعريف طول قوس منحن )د في 36.9. 
نعيد تقدم هذا التعريف ونستنتج منه الدستور المقابل المتعلق بمنحن في 
فضاء نظيمي كيفي. عرفنا طول قوس منحن كنهاية اطوال الخطوط 
المضلعية المرسومة من داخل المنحنى عندما يتصاغر طول كل قطعة مستقيمة 
لا نهائياً . بعبارة أدق» لتكن : 

= وه عد ه)‎ <<... < = Db} 

تجزئة للمجال رن به) مع العلم ان هناك تابعا ۵)« معرفا على 

la, ù]‏ . تقابل كل نقطة ,1 نقطة (ځ)ه# ,1۷ من المنحنى. 
بوصل النقاط ېړز بقطع مستقيمة نحصل على خط مضلعي ,رز طوله هو 
| بعد | 0 . نفرض ان التابع #)«: قابل للاشتقاق باستمرار لا 
نهائيا على المجال [ط ,ه] . حينئذ : 


: 


Az, = أنه ا‎ () dt = a" (,) وڅ‎ 
177 


229 


وې 1 
به ((غ) تعس ون عا | “Tr‏ 
1 
lerlSen = max lz’ ( (—z' (0|‏ 
1t-tI<@M)‏ 
نظرا للإستمرار المنتظم للتابع 0) ده فإن هذه الكمية تؤول الى 
الصفر من اجل تقسم م لا متناه an‏ 7 . لدينا !ؤت وور 


(0-- )ود ۵۵ [Af |< 8 [er|‏ (ن) “| 2 -| ,۵:2 | 5 ١‏ 
تم إن المجموع DIA‏ ۷ يؤول» من اجل تقسم لا متناه 
للتجزئة ١آ‏ » الى النهاية 1 
۱ )1) 
لأن التابع العددي | ۵) چ | يكون مستمرا بمجرد ان يكون التابع 
الشعاعي ۵ # مستمراً. ومنه يأتي ان نهاية اطوال الخطوط المضلعية 
المرسومة من داخل المنحنى موجودة وتساوي التكامل (1). نلاحظ ان 


لدينا في الفضا,# ,*[) لا / )”د ٢‏ وهو الدستور المقابل للدستور 
الذي وجدناه في 9 .36( 5)“ ۽ کا نلاحظ خلافا ل 9 36( 5)ان العبارة(1 ) 


قائمة في كل فضاء نظيمي . 
إذا عوضنا نب 1 و 2 + نحصل على العبارة الخاصة بطول قوس 
شين باعتا ا واعنال نطو 


1)۵- | | م‎ |ar 

نرى اث () 8 تابع غير متناقص ل ع ومستمر وقابل للإشتقاق ؛ 

زيادة على ذلك. لدینا: 
e )© | ۰‏ | = )من 

وذلك حسب 13.9 . 

إذا لم تكن للمنحنى 1 نقاطا شاذة, أي إذا لم ينعدم () ۾ عند 
اية نقطةء فإننا نستطيع تطبيق النظرية الخاصة بالتابع المقلوب؛ يوجد إذن 
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تابح مقلوب )؛ -: مستمر ومتزايد وقابل للا شتقاق باستمرار. بعد 
ذلك يمكننا وضع التابع )د على شكل تابع ل .و . مستمر وقابل 
للإشتقاق باستمرار. يسمى طول القوس ء وسيطا طبيعياً. إذا اعطي 
المنحنى ر بتابع )s(‏ 2 = نت للوسيط الطبيعي 5 فإن: 
s' ) > 1‏ =| () | 
وذلك بفضل (1). 
وهكذا نحصل عند كل نقطة غير شاذة للمنحنى ى على ان الشعاع 
و) '# طوله 1. (هذا امر واضح من وجهة النظر الحركية: إذا مثل 
الوسيط ء في آن واحد المسافة المقطوعة والزمن المستغرق في ذلك فإن 
سرعة الحركة تساوي الوحدة.) 
8 16 .2 . الانحناء , الانحناءات من الرتب العالية . 
12.6 . نہتم فا يلي ليس باطوال الاشعة فحسب بل بالزوايا التي تشكلها: 
هذه الاشعة ايضا. من الطبيعى إذن الا نعتبر فضاء نظيميا كيفيا بل نعتبر 
فضاء هلرتا (14.12). 1 
توطئة. ليكن ()«د و ۵)« ( 0> :> م ) تابعين قابلين للاشتقاق 
قيمها في فضاء هيلبرتي 131 ؛ يكون عندئذ التابع العددي 
(۵) س ,۵)ع) = () + قابلا للإشتقاق ايضاء ولدينا: 
(۵) “ا ,۵) ع) ې (۵) ¥ ,۵) که) = 9( و )01 


المرهان . لدينا : 
(z (1, y )( =‏ — (غ۵ + ) At), y‏ ل ) ه) = Aq‏ 
At + e,At, y (t) +‏ ۵) له ل (۵) (z‏ = 
(z(t), y ()) =‏ — ۵ږه + ۵۶ y' (t)‏ ل 
eaAt,‏ + ۵۶ (((۵) لا ,0( ه) + (۵) y‏ ,0( '2)] = 
حیث 0 - A)‏ ,)و8 = وعم لا. مجعم . يکنا إذن عزل الجزء 

الخطي للتزايد Ap‏ . إذا كتبنا ذلك صراحة فإننا نحصل على الدستور(1). 
نتيجة. اذا بقى طول الشعاع )« ثابتا عندما يتغير ء٠‏ فإن الشعاع 
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0( 2 والشعاع ( ± متعامدان. 


ذلك ان تطبيق دستور الاشتقاق (1) على (() ± ,()«) يعطي: 
e )#(‏ ,0( م) 2 = ((ځ) م ,۵) )e‏ = 0 
وهو المطلوب . 
6 .22 . نعتبر منحنيا (() »= )= 1 وسيطه هو طول قوس 
حسوبا ابتداء من نقطة ثابتة. كا رأيتا في 91.16 فإن الشعاع 
(9) له (و) په واحدي. 
إن كان الشعاعان () « و ۵()' د مستقلين خطيا فإنه يوجد مستو 
كا رأيناء عمودي على () .م . يسمى ذلك الشعاع شعاع انحناء المنحنى 
]ا عند النقطة و. نضع 
e2 (58)‏ (8) »ا = (8) ,€ (1) 
حيث ()يه شعاع واحدي عمودي على (9) بء > والمعامل 
ه) ‏ موجب . لدینا : 
(9) ړه-(۵۰ (s+‏ ره 
As‏ 








(2) «(90 =|e(s)| = lim 
As¬+0 
إن طويلة فرق الشعاعين الواحديين  ۵۸ + )به و )ې هي‎ 
وتر دائرة الوحدة وتمثل لامتناهيا في الصغر يكافيء الزاوية التي يشكلها.‎ 
هذان الشعاعان» أي زاوية مماسي المنحني / عند النقطتين المنسوبتين‎ 
للقيمتين و ووم + ء على التواللي. وهكذا فإن المعامل (ء) × يعطي‎ 
× )5( سرعة دوران الماس بالنسبة لتغير طول القوس. يسمى العدد‎ 
. اغحناء المنحنى 1 عند النقطة و‎ 

نشير الى ان الدستور (2) يمثل تعريفا اعم من الدستور (1) لأن (2) 
لا يتطلب الشرط 0 ()؛ء .یکفي ان يكون ())ء موجوداً. 
في الحالة التي يكون فها 0 = () .م فإن الدستور (2) يعطي انحناء 
منعدما في النقطة العتبرة. 
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6 .32 . لنستنتج الدستور المتعلق بالانحناء في الحالة التى يكون فيها المنحنى 
7 معطى بمعادلة )بد = + کے کی نا أن 
۷ سا به |= بحسب (91.16) فإن: 
20 )0 


ح بره 
| :دا V(ze, zı)‏ 1 


وذلك حسب التوطئة 16 .12 . 


لدينا بعد ذلك : 








Zit 1 1‏ و 
ا =( لگ س رار ل ا2 - ووت ,وا1 = ولد 

يه Jt‏ +5 لك 5 رسفا حل tts‏ 88 , 

مم FH (zh‏ 34 ئځ اس 

| 2ع‎ sf 1 lz: ۶ | ونه‎ |4 
سا - پټ‎ 
! 2 -- ٨81 ولد‎ (Ze, Tt) 
96 )8( = | تاف 5 = | وو‎ a: 
|:| E EK 


يعتمد هذا الدستور على التعريف 16 .2(22 ). وبالتالي فهو قائم في 
الحالتين 0 عو )8( × و 0= () ۰% 
بنقل قيمة الانحناء 3 دستور تايلور 2(71.16) ( مع 0 عج (9) e‏ 1 
يصبح هذا الاخير. 0 
ح 3و4 (8) وع + شد ىم "دوق (و) Az (s) = e‏ 
A5‏ (و) وه e (s) ۸۰8 ٣‏ )8( عا لل + e, (s) As‏ - )2( 
6 42 . لنحسب انحناء الدائرة. باستخدام الاحداثيات المرتبطة بمستوى 
الدائرة» تکتب معادلة الدائرة على الشكل : 
z )1( ={R cost, R sin :(‏ 
Roost, |a|=R,‏ اوو )سه 
(Zr, r) =0‏ ,اځ Tı = {—Rcost, —Rsin‏ 


sC” 


ومنه ي: 


د۳ پو برق 


وبالتالي فإن انحناء الدائرة هو مقلوب نصف قطرها. 
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6 52 . ليكن الآن إرى ۾ -ج)- 7 منحنيا ايسريا. اذا اعتبرنا في 
المستوى الملاصق دوائر مختلفة ماسة للمنحنى 1 . فإن الا نحراف بين نقطة 
من المنحنى والنقطة المقابلة ها على كل دائرة م هو عموما من الرتبة الثانية 
في الصغر بالنسبة ل ء4 . نحاول» باختيار مناسب لنصف قطر الدائرة 
الماسة الحصول على انحراف من الرتبة الشالشة بدل الثانية. لتكن 
() ء = 2 معادلة دائرة ماسة» بالوسيط الطبيعي ء وبشعاع انحناء 
اتجاهه هو الاتجاه الخاص ب 2 (الرسم 4.16). لدينا عندئذ حسب 
الدستور 16 .2(32): 
: شوه + (s) As"‏ ده )8( په څ Az (s) = e, )٥( As‏ 
BA8,‏ ې e» (s) As"‏ حيو + As (s) = e, (s) As‏ 
حيث په و 5:0 لا متناهيان في الصغر لا 0و ؛ تُحل المسألة 
المطروحة إذن إذا وضعنا سل = # . إن الدائرة الماسة الواقعة في المستوى 
الملاصق للمنحنى ,7 » عند النقطة 5 والتي ها شعاع انحناء اتجاهه هو الاتجاه 
الخاص ب 1 » ونصف قطرها = ۸ > تسمى الدائرة الملاصقة 
ويسمى مركزها مركز انحناء المنحنى 5 عند النقطة و . يسمى العدد 
لر ۸ نصف قطر اضناء المنحنى 1 عند النقطة , . إن كان 
المنحنى: م دائرة فإن نصف قطر انحنائه يطابق حسب 42.16 نصف قطره 
المعتاد 








الرسم 4..16 


66 .62 . الاساس الطبيعى . نفرض من اجل كل نقطة معطاة 34 من 
المنحنى ع ان الاشعة: (s)‏ ط ,... ,)8( "2 ,)8( انه موجودة 
ومستقلة خطيا. عندئذ توجد عند هذه النقطة الفضاءات الجزئية الملاصقة: 
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وات دد وى ې ابعادها على التوالي: 7 ,... ,2 ,1 . ننشىء 
اساسا متعامدا ومتجانسا للفضاء ته . نختار في البداية الشعاعين اللذين تم 
إنشاؤهها.: ‏ () ع () .م و لات = () وه . اما الشعاع الثالث 

() ده الذي نختاره في الفضاء الجزئي ,ع فيجب ان يكون عموديا على 
المستوى 55 وله اتجاه الشعاع () ”بد بالنسبة لهذا المستوى. بطريقة 
مثالل بعد اختيار ال 1-- م" شعاعا ‏ (4) ,يه ,... ,(5) 4 ,ننشيء 
في الفضاء الجزئي .× الشعاع )یه العمودي على الفضاء الجزئي 

,8 والذي له اتجاه الشعاع (ء) ± بالنسبة لهذا الفضاء الجزئي. 
تعين هذه الشروط بكفية وحيدة الاساس () ,م ,... ,)بء . يتبين 
من هذا الانشاء ان كل شعاع () ء عبارة خطية من الاشعة 


9 2 ب,... ,9( ك : 





)1( en(s)= وه‎ (s) 2 (8) +... + qr, (8) "د‎ (s) 
. حيث 0< (8) يرب‎ 

يسمى الاساس () مه ,... ,)هه الاساس الطبيعى للمتحتى ¿ 
عند النقطة 24. من الواضح ان هذا الاما كفن مرفغه يعت ا 
6 .72 . دساتير فرينى (7:6866). لنبحث عن دساتير اشتقاق اشعة 
الاساس الطبيعى د ,8 ج ا بالنسة للوسيط 5 . باشتقاق المساواة 
16 .1)62( وا القاعدة 16.12 - ص نجد : 

(ه) 20+19 (و) رې + em (s) = 2 qj )8( a (s)‏ 
وبالتالي ينتمي الشعاع (8) مء (من اجل × > 7 ) الى الفضاء الجزئي 
وبس 8ه ومنه: 

)8( جم )8( يعمد مه em )5( ٣‏ (5) وسه حك . . . حك )8( ,€ (8) eَm(s) = am,‏ (2) 
من اجل « = ” فإن الدستور (2) قائم عندما نعوض ,بره ب 0. 
نستنتج من (1) و (2) و 1(62.16) بسهولة ان: 

0< ) يرب ع يبن .سه . اما المعاملات الاخرى في (2) فهي تحسب 
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ايضا بسهولة. لدينا في البداية 0 = ©) »مه لان مشتق الشعاع الواحدي 
9) مة عمودي عليه (16 .12). ثم باشتقاق المساواة البديكية 
0 > (() ,مه ,(8) ره) » حيث ( > )» نحصل على : 
em )5(( -F (ej (8), e (8)) = 0‏ ,)8( ;€( 
ومنه 
(ej (8), em (8))‏ — = ((ه) ره ,)8( (en‏ (3) 
إن هذه العبارة منعدمة من اجل 1 - « > زلأن ,بر8 € () زه 
وهكذا تأخذ العلاقة (2) الشكل : 
€m+4 (8)‏ )8( مو وه ۳٢‏ (۵) يو4 (5) وسم am,‏ = (5) مر (4) 
من اجل 1 ير ترء ينتج من (3) ان: 
m‏ روټوق = ))8( (e-1 (8), em‏ — = ))8( يسك و(8) mı = (en‏ ,ويه 
نضع وب = )وم ,())ه) = (8) »ا حد ,»× ؛ رمزنا طذه 
العبارة فیا سبق ب ()» . ثم نضع و4 بز٤) ‏ (ه) ولا ك وعد » 
٠١‏ بز٤)‏ = (8) وه = و× الخ. وبذلك نصل الى جملة دساتير : 


6 )۶( نما چو‎ (S8), 


Keg (5),‏ ل «e, (S8)‏ — = )8( و6 

ا ال ا . ) 5 ( 
(8S) en (8),‏ ودعو مك (s) = — Kn-1€8n-2 (s)‏ 61 
)8( وپ 6و »74 = (8) en‏ 


المسماة دساتير فرينى في ,8 . تسمى الكميات 
ال و٠‏ ٥ه K2,‏ 

افضناءات المنحنى ر عند النقطة 34 من الرتب as‏ 273 على 
التوالي ؛ إن كل هذه الكميات موجبة حسب الانشاء. يسمى الانحناء الثاني 
5 التواء (أولي ) المنحنى عند النقطة 14. 

لنبرز المعنى اهندمي للمعاملات و .: ,. . . ,2× . تبين المساواة 

Xmem+4 (8)‏ لك )8( em )8( = — «Xm-1€m-1‏ 
ان سرعة دوران الشعاع 8 په فا مركبتان: الاوللى وفق الشعاع 
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(5) سه (وهي تحدد دوران الفضاء الجزئي ,ع في نفسه) والثانية 
وفق الشعاع )١(‏ ب+«» (وهي توافق الدوران في الاتجاه العمودي على 
٤‏ ). يمثل العامل »× سرعة هذا الدوران الاخير (زاوية الدوران 
المنسوبة الى القوس المرسوم). وهكذا فإن الالتواء هو سرعة دوران 
المستوى الملاصق للشعاع وه نحو الشعاع ,م . 

يمكن إذن فهم العدد × على انه سرعة دوران الفضاء اجزني ېی 
في الاتجاه العمودي عليهء كما ان الانحناء ,× يمثل هندسيا سرعة دوران 
اماس (1(22.16)). كا هو الحال بالنسبة للتعريف الاخير » فإن التعريف 
افندسي ل «* اعم من التعريف المعتمد على دساتير فريني ويتطلب أن 
يكون الفضاء. :+ غير منحل: إنه لا يتطلب سوى عدم اتحلال الفضاء 
4 ووجود المشتق ) د . اذا کان = (و) **)ء فإن الفضاء ,۳ 
له سرعة دوران منعدمة عند النقطة المعتبرة» ويعطى التعريف المندسى ل 

ددد ٍ : 
6 .82 . حساب الانحناءات ذات الرتب العالية. من وجهة النظر 
الجبرية يعرف الجداء المختلط ل م شعاعا به ...مه في فضاء 
اقليدي» یرمز هذا الجداء ب ايه ...به » على انه عدد يساوي 
حجم متوازي الوجوده» ذي البعد « » الذي ينشأ على هذه الاشعة. إذا 
عبرنا عن الاشعة .م ,... ,به بدلالة احداثياتها ضمن اساس متعامد 
ومتجانس فإن العدد [,ه ,. . . ,16 يساوي المعين ذي الرتبة ‏ الذي 
تتشكل اعمدته من احداثيات الشعاع الموافق لرقم العمود [47.8414]. . 

لنحسب الجداء المختلط للأشعة “يبه ,. . . ,٠ت‏ هت . نستعمل لهذا 
الغرض الدساتیړ: و 


Iss =... | ورين‎ 


E 
E E + af 


وهي تعبّر عن المشتقات بالنسبة ل ء بدلالة المشتقات بالنسبة لأي 
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وسيط آخر؛ تعوض النقاط في هذه الدساتير الاشعة التي تكتب كعبارات 
خطية الواردة قبلها صراحة. ينتج من خاصيات المعينات أن : 

و ون وهه . نس الوا وپ ووه ] (1) 

من جهة اخرى نعلم ان الدساتير الآنية قائمة: 7 

و6 = ويد 


و6 = وو 
o“ 0 20101026‏ = و( ږ6 ,»7 ) ې هه اوو 


Ug وه -) وو ونو هوه دوه دده کا‎ 5 Xn+t€n 
حيث تعوض النقاط في هذه الذساتير ايضا عبارات خطية للاشعة الواردة‎ 
: صراحة في الاسطر السابقة. لدينا بشكل مال‎ 


( 2( [Zs, . د-1 پو (( نه وهه‎ eo Kn} [e1, و...‎ en] - K2 





Kn-1‏ ۰ ۰ه 
بمقارنة (1) و (2 ) نحصل على المساواة: 
[zt ... 24” [‏ وچ )7( 7-2 سو 
اک oo, Ti Js‏ ځا ٠.۰76‏ 202 * )3( 
la] 2‏ 


الي تسمح بايحاد قا سب 26-2 وه »م ه. 201 . لدينا من اجل 
2 = م« دستورالاغناء: 


يت متا x»,‏ 


رل (4) 


الذي يبدو ابسط من دستور 32.16. الواقع ان الدستور الجديد (4) لیس 
فعالا الا في حالة منحن مستوء عندما يكن وضع الكمية [:,2 ,,] في 
شكل معين واحد من الرتبة الثانية. نذکر في الحالة العامة ان مربع حجم 
متوازي الوجود ذي البعد « المنشأ على الاشعة ' : 
{Za <<, Amn} (kk =1, ..., m(‏ = يرنه 
لفضاء بعده يساوي جموع مربعات كافة المعينات من الرتبة ٩6‏ مصفوفة 
احداثيات الاشعة :# [37.8414]. 
في حالة.2 << « » نقسم طرفا طرفا الدستور (3) على الدستور الماثل: 
[zt ..., 270}‏ 0-3 2و 


201 7 .وهه‎ 26-2 - TF 


zel 2 
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lan cP] و‎ 
عا‎ ٠٠٠۰ 2 NEIL 


ثم إذا قسمنا هذا الدستور طرفا طرفا على الدستور الماثل : 
4 21-11 ,... تا 
HS‏ [ ت ريه 2 ,... کا يم )7 ...)و96 


ل على : PF [zy ..., a]‏ نه وتا 


e ..., نن ات‎ 3 zr | 


ا 0017 261762 (5) 


26 == 


يعني ذلك هندسيا ان الازناءه وب يساوي » بتقدير عام || )نسة 

ارتفاع متوازي الوجوه ذي البعد م (المنشاً على الاشعة 
د ,.. . ,:ت ) على ارتفاع متوازي الوجوه ذي البعد (1-«) (المنشأ 

.) e... a على الاشعة‎ 

مثال . نبحث عن انحناء والتواء حلزون في الفضاء الثلاثى البعد. يعرف 

حلزونا ( الرمم 16 .5 ) بالمعادلة: سه 


zx () = {a cos t, a sin t, bt}‏ مر 


و 


الرسم 16 . 5 
نحصل بالاشتقاق على : 


z= {—asint, acost, Db}, |x| = Va ۶ 
Tı = ) - © cost, —asint, O}, (Zr, Zz) =0, 
ıt = {a Sint, —acost, O}, [r Zu, rrr] = ab 


وينتج من ذلك حسب الدستور(4) أن: 
دت لي “lel‏ 
ېله يسا 1 


اخيرا بالنظر الى الدستور(3) يأتي: 


7 








_ 0ے ۵ه - ۱٣ Zit, tt]‏ رو 
mê (a2) = a3 p3‏ = »34,7 
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8 3 اغلال الاساس الطبيعى . 

13.6. عرفناضمن 71.16 الفضاءات الجزئية الملاصقة 
۴ ے . e.‏ وګ ,#للمنحنى () ۾ = ب في الحالة التي تكون فيها الاشعة 
زى © ,. . ,)کد موجودة ومستقلة خطيا. نعتبر الحالة التي يكون هذا 
الشرط الاخير غير متوفر. ١‏ 

إذا اصبحت الاشعة )"#۳ ,. . . ,8) له غير مستقلة خطيا 
عند نقطة : مع بقاء الاشعة. (م) 1" ب... ,©) # مستقلة خطياً ) 
فإن الفضاء ,#ه غير موجود على الرغم من بقاء وجود الفضاء ږ8 
تفقد الكمية () × معناها وكذلك الامر فا يخص الشعاع )به 
نستطيع محاولة انشاء الشعاع () ,© بالاستمرار وذلك بالانتقال الى 
النهاية ؛ ,7 في 6 ,م. (عندما تكون () 9 ,... ,() 2 
مستقلة خطيا) لكنه يمكن ان يؤدي الانتقال الى النهاية وفق + برام (£ 
متزايدة) ووفق ام (7 متناقصة) الى قيمتين مختلفتين. لتكن م › 
مثلاء نقطة انعطاف منحن مستو (الرسم 6) عندئذ يتحول الشعاع 

(9) 2 فجأة عند المرور بهذه النقطة الى مقابله. نصطلح على اتمام 
تعريف التوابع 8) × ,. . . ,0) »× بوضع قيمها مساوية للصفر 
في النقاط التي تكون فيها هذه التوابع غير معرفة؛ نلاحظ ان ذلك يتاثى 
مع اعتارات 72.16 . 
6 .23 . مثال . ليكن مستقها معرفا بالمعادلة 

(1) ند‎ (1) = zo + tz, 

ينتجمن (1 )ان :ريم = ۵) له و 0= () * )2( 
وعليه فإن المستوى الملاصق غير موجود ؛ وبالتالي فإن انحناء مستقم انحناء 
منعدم حسب اصطلاحنا . 

بالعكس» نفرض ان اغناء منحن (,) 2 = » مطابق للصفر أي ان 
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الشعاعن ۵) د و () ت غير مستقلين خطيا (و 0 () « ). 
لثبت أن هذا المنحنى ستقم. إن عدم الاستقلال الخطي للشعاعين 
۵) # و ()# يعني 0= ()'» لأن (6) ”ده يكتب على شكل 
عبارة خطية ل () '# و )به وهو عمودي على () د . حينئذ 
يكون () د شعاعا ثابتا (حسب النظرية المثبتة في 16.12 ق: إذا 
كان مشتق تابع شعاعي مطابقا للصفر فإن التابع ثابت) وواحديا. كا هو 
الخال لكل شعاع من الشكل () 'نه . نرمز له ب بت 16 = | يندا 
بمكاملة المعادلة )« = () 'ه وبمراعاة وحدانية الحل ( الناتج دوما من 
النظرية 12 .16 ق) نجد : 
په + ونه = (8) نه 
وهو المطلوب. 
6 .33 . هناك حالة اكثر تعقيدا وهي الحالة التي يقع فيها المنحنى باكملة 
في مستو مصعد بعده « . يحوي هذا المستوى المصعد كل الاشعة 
. . ,8) که ,۵) له وبالتالي فإن الاشعة ۵) "ي ,... ,)ته 
غير مستقلة خطيا. إذن فإن الانحناء () » وكذا كل الانحناءات 
الموالية منعدمة. لنثبت ان القضية العكسية قائمة: إذا كان الانحنا من الرتبة 
«لمنحن ,, مطابقا للصفر. فإن كل المنحنى 1 يقع في مستو مصعد بعده 
2. 
يعني الفرض ان الاشعة ‏ م) "ي ,... ع غير مستقلة 
خطيا من اجل كل ٠» ٤‏ ب> + >> 4ه : 
)8( هم )مه + ...+ )£( # )مه = )ېږ (1) 
نفرض أن الاشعة () ”د ,... ,0) « تبقى مستقلة خطيا على 
كل المجال ٥ب‏ :> » . يمكننا إذن اثبات ان كل العاملات () بره 
في (1) مستمرة بمجرد استمرار التابع )دس . بالفعل. بضرب 
المساواة(1 ) سلميا في ۵) د »...له «) 0ت نحصل على جملة معادلات 
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خطية بالنسبة للمعاملات : 
ده ,لک) )8( وم ...+ )2 ao (6) (ze,‏ = ((ځ) “د ,)£( (z+‏ 


مه ه ه ه ه ه ه ه ه هه و ده هم ه #© ده هوه ه هه هو ه ه هه هه ه ه ه وهام ه م 


(ل اد ,2) (4) م + ...+ )”2 (s+ (£), st (t)) = ao )2( (r,‏ 
إن كل معاملات هذه الجملة مستمرة (كجداءات سلمية لتوابع 
مستمرة)» اما معينها فهو غير منعدم بصفته معين غرام ( 688053 ) لجملة 
اشعة مستقلة خطيا [17.8414]. ينتج من دساتير كرامر (088:66) : 
المتعلقة بالحلول () و-مت ,... ٠)‏ ان هذه الحلول مستمرة على 
٠ a, 6[‏ ا ش 
يوجد بفضل 56.13 حل ) س للمعادلة 
0۵ (۱-«اڼ )ه٢۰٠٠‏ ۵) y‏ ۵)مه == yt” (t)‏ )2( 
ينتمي » حسب 13 .66 » الى الفضاء الجزئي المولد عن الاشعة: 

و) تدع يواح ير ,... ,(۵) بزح ون . تضع هنا (م) له هول » 
(a...‏ 2 = ررق . با ان التابع الشعاعي 60 « يحقق المعادلة (2 ) 
(التي تعطي (1) بعد التعويض () ر=() د ) والشروط الابتدائية 
۰ المشار اليهاء فإن الشعاع (2) “د يبقى حسب 66.13 . في الفضاء الجزئي 
الولد عن الاشعة ‏ (ه) x”‏ ,... ,(6) # من اجل كل + ينتمي 
بت په 8 له | + )»= 
من اجل كل [(#2©6]6,5 ال المستوى المصعد المار بالنقطة (0) ن2. 
الموازي للفضاء المحصل عليه . بذلك اثبتنا النظرية التالية: 
نظرية. ليكن (0) ۾ = م)- 1 منحنيا في فضاء هيلبتري 1 . نفرض 
ان الاشعة 0 008 . . . ,9) '» مستقلة خطيا والاشعة 

م) معي . . . ,)که غير مستقلة خيطاء وذلك من اجل كل 

(۵ ,ه] © 1 . عندئذ ينتمى المنحنى ا الى المستوى المصعد المار بالنقطة 
(0) « والمعرف بالاشعة : (a)‏ ۹ه دد ,)@( که 
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بصفة خاصة. اذا كان الالتواء () ود للمنحنى 7 مطابقا للصفر 

والانحاء غير منعدم فإن الم لمنحنى L‏ منحن مستو . 
95 .4 . المعادلات الطبيعية 
6 14 . لکن ٢‏ منحنا و ۽ وسيطه الطبيعى. يمكئنا اعتبار كل 
الانحناءات کتوابع له : 
مت چک > 0 ,... ,(5) %2 = X2‏ ,(ق) »ا = وير 

نسلّم بانعدام الانحناءات اي وجود الانحلال الوارد في 16 .13 . 

اذا استنتج منحن 7 من المنحنى م بتحويل خطي ايزومتري (أي 
يحتفظ بكل المسافات) في الفضاء 1 فإن كل التوابع (ک) ري 

...,2 ,1 - 7# معينة تماما بالمسافة. وتبقى هى نفسها من اجل المنحنى 
ا . لنثبت ان القضية العكسية قائمة من اجل المنحنيات ذات الابعاد 
المنتهية : 
نظرية. ليكن بر ور منحنيين في الفضاء 40 ذي البعد * ممثلين بتوابع 
شعاعية قابلة للإشتقاق جم مرة. اذا كانت الانحناءات 

(9) 4م ب... ,(8) ,»× مستمرة وموجية وتكتب بدلالة التوابع المطابقة 
للوسط الطبيعي 8 فإنه يوجد تحويل ایزومتري (ازاحة قد تستکمل 
بتناظر ) للفضاء 7 في نفسه يحول امنحنی ‏ الى المنحنى لك . 
۱ 

البرهان. ليكن ()ڼه ,... ,() ٠١‏ الاساس الطبيعي للمنحنى 1 و 
٥ 2, )(, .., 8)‏ اساس کټ . نعتبر ازاحة ( قد يتبعها تناظر) للفضاء ۴ 
تحوّل الموقم الابتدائي (0) © ,... ,(0) ١ء‏ للأساس الطبيعي ل 1 
الى الموقع الابتدائي (0) ره ,... ,(0) بء للاساس الطبيعي ل 1 » 
بحيث ان )0( €4 يصبح (0) 6 » ...»و (0) e,‏ يصبح (0) ,© 
لنثبت ان هذا التحويل للفضاء .۸ يحول 2 الى 1 . 

إن التوابع (sS)‏ وم ,... و(5) ويا مستمرة فرضا. يوجد 
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إذن» حسب النظرية 13 .36 » حل وحيد للجملة: 
ya (8),‏ )8( بلا = )8( ولا 
J; (8) = — x, (8) yı (8) x» (8) ys (5),‏ 


(1) تت دي‎ E أ متا قد‎ ٢ 
Jh )8( ع‎ — m-4 يسول (ک)‎ (8) 
: مع الشروط الابتدائية‎ 
)2( ولا‎ (0) = e, (O), .. (0) ع‎ e, (0) 
ثم إنهيتبين من دساتير فريني 6 5(72) ان الاشعة“‎ 
(بعد‎ ١)8, ..., په ,... ,8( به وكذا الاشعة () مه‎ (8) 
: ازاحتها) تحقق الجملة (1 ) مع الشروط الابتدائية (2 )؛ وبالتالي‎ 
e, )۵( عد‎ 40 (8), ۰.۰, e» )8( = مة‎ )۹( 
.36.13 وهذا حسب النظرية‎ 
نرمز ب () اس ب لنصف قطر شعاع المنحنى 1 وب ()« لنصف‎ 
قطر شعاع لآ ( بعد ازاحة). بما ان للمنحنيين .1 و 2 نفس نقطة البدء‎ 
: : الان. فإن لديئا‎ = )0( 
نه‎ (8) = z (0) + | =e (0+ | eı ووعسټه‎ 


5 
وهكذا فإن المنحنى 2 مطابق للمنحنى 1 . 


تسمى المعادلات : 


(8) و یز = یلا و .. و(5) 4 ست وير 


المعادلات الطبيعية للمنحنى ,75 ؛ كنا رأينا انها تعين المنحنى 1 في الفضاء 

ذي العد 7 وهذا بتقدير تحويل خطي ايزومتري لهذا الفضاء . 

6 .14 . المنحنيات ذات الاغناءات المعطاة 

ا.نظضشضرية.لتکسن ٥‏ ح()ې ٠٠٥‏ < () 9۸-4 
لهچ ه >> 0) 5-14 تابعا مستمرا كيفياء إنه بالامكان انشاء تابع 

شعاعي () د = » قيمة في ,8 يقبل الاشتقاق باستمرار ^ مرة بحيث 
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(s)‏ ۾ = ۾ »الانحناءات المتوالية بدلالة طول القوس 
Pn-4 (s) = Kan (5)‏ ,°‘ ,)8( يځ = P1 (s)‏ 
ب . نثبت في البداية التوطئة العامة التالية : 
توطئة: نعتبر في ,2 المعادلة الشعاعية 
(۵) ر () ۸ سه 
حيث () ۸ مؤثر لا متناظر (أي ان كل عناصر المصفوفة 
|| (0) ورے |= )۵ تغر اشارتها بعد ابدال: ©)ريه- = )هره 2 ). 
إن المصفوفة الحالة بإ متعاملدة (أي ان المصفوفة النقولة ل 
O‏ مطابقة بقة لمصفوفتها المقلوبة ) 
البرهان . رأينا في 13 .83 - ر ان المؤثر ,9 يحقق المعادلة: 
dQ‏ 
~a = A (0) Ph‏ 4 
مع الشرط الابتدائى 9-1 . من جهة اخرى» لدينا حسب 13 .83 


2: 
Q0 1ح‎ 


باشتقاق هذه المساواة بالنسبة ل ئ نجد : 


داووږ dq’‏ 
وو ونځ 
او: 
- لكك يه + hef‏ 0 ۸ 
ومنه : 


QF 2٨ )۵ 


بالانتقال الى المؤثرات القرينة نجد [14 ؛ 46.7 ] 





20 
ا E‏ 
نستعمل الآن الشرط ()4۸- =() ھ لنجد: 
ا 4 





نقارن هذه العادلة ب (1) ونظرا لكون المؤثر '(/©) يحقق نفس 
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(2) (2f) = of 
وهذا بفضل وحدانية الحل . لکن : "و = 0° شت‎ 
المساواة (2 ) إذن بأن ,م9 مؤثر متعامد, وهو المطلوب.‎ 
ج . نعتبر الآن جلة المعادلات الشعاعية‎ 


(sS) ya» (sS),‏ يه = (5) ولا 
)ې yı (S) ٢ Qa (8) Ys‏ (ى) Q,‏ — ع )$( Ya‏ (3) 


هي يو يو ي يه ي يو ف ي ي ي ي ال ل لي هده كن 


)8( يبول )8( مب — = (s)‏ ولا 
مع الشروط الابتدائية : 
په = (0) ملا ,... © = (O)‏ ولا 
حيث به ,... ,به 2 شعاعا كلها متعامدة ومتجانسة كيفية في 
الفضاء ,2 
لنبرهن على ان التوابع الشعاعية ‏ () ون ,... ,)ا التي تمثل 
حلا للجملة (3) (هذا الحل موجود في ,4 حسب النظرية 13 .36) توابع 
متعامدة ومتجانسة من اجل كل له ,610 5 
يتبين من التوطئة ب أن المصفوفة || )١(‏ «ره !|| للمؤثر الحال 97 للجملة 
(3) متعامدة, بحيث أن: 


وم ع زر pour‏ 
بحا 6 
م ۱ = (ه) همه )8( jk‏ 0 


لديئا : 
)",... ,4=( م (ه)يره ل2 =)8( yı‏ 

بما أن الاساس ,ع ,... مه متعامد ومتجانس فإن: 
pour j=p‏ 1 
زې( pour‏ 0 


وهو المطلوب . 
وهكذا يتضح أن الاشعة 9)رز متعامدة ومتجانسة من اجل كل و 


ا = () Opa‏ )8( جره XÛ‏ = ))8( مل ,8( ر۵) 
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في مه ,0] 
د . نواصل بوضع : : 
ول yı (o)‏ | =9( 
نحصل على منحن ر في الفضاء ,۸ ذي البعد « . یا أن: 
1= | () بسا = | () "| فإن الوسيط 5 هو طول قوس المنحنى 1 . ثم 
إن الاشعة () ,رن ,... ,(9) :۷ متعامدة ومتجانسة من اجل كل 
م ,... ,2 سه وتکتب ل) "إن = (و) “د خطياً بدلالة 
)یلا ,... ,(5) بل وذلك حسب الجملة (3) مع العام أن معامل 
(ئ) «إ موجب (يساوي () ٩”‏ )؛ وبالتالي فان الاشعة 
9) ا ,. .. ,9) :ا هي أشعة الاساس الطبيعي للمنحنى زر من اجل 
كل ء . الآ أن لدينا دساتير فريني 5(72.16) بخصوص أشعة أساس 


Yî (8) = x, (sS) Ya © : طبيعي‎ 
J; وعد = (ى)‎ (sS) ول‎ (sS) ٣ وعد‎ (sS) Ya (s) 


Yn (8).‏ )8( وي4 = )8( Yaa,‏ 
بمقارنة هذه الدساتير با معاد لات (3) نتوصل على التوالي الى العلاقات : 
(s)‏ وب 2 )8( وو و. .. ,)8( و كت (8) x, )4(, Q2‏ = (ک) رب 


انتهى برهان النظرية . 


8 .5.الحلزونات 
6 .15 . أ . تعريف . الحلزون هو تعريفا منحن كل انحناءاته ثابتة. 
ب . من البدهي أن المستقم يتوفر فيه هذا الشرط (انحناءات الستقم 
منعدمة). رأينا في المستوى (42.16) ان انحناء دائرة نصف قطرها ۸ 
ثابت ويساوي 1/۸ =× ؛ اما انحناءاتها العالية فهي منعدمة. وهكذا 
يتوفر شرط التعريف السابق أيضا في الدائرة. لنثبت انه لا توجد حلزونات 
اخرى في المستوى. إذا كان 1 منحنيا مستويا انحناؤه ثابت 0 << × » نعتبر 
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بجانبه الدائرة 0 التي نصف قطرها×/1 = # والتي ها ايضا انحناء ثابت » . 
يتبين من النظرية 16 .14 اننا نستطيع جعل المنحنى £ يطابق الدائرة 0 . 
وبالتالي فإن امنحنی ‏ هو ايضا دائرة. ٠‏ 
ج. اما في الفضاء الثلاثي البعد فإن الحلزون المعروف ١(‏ الكلاسيكي ») 
0 : 


)1( يوت‎ = Qa COS t, وه‎ = © 818 f, وت‎ = bt 
له کا ورد في 6 .82 . النحناء والتواء ثابتان وها يحسبان بواسطة‎ 


)2( %4 = ETT “= E 
وبالتالي فإن ۾ حلزون بمفهوم تعريفنا. لنثبت انه لا توجد حلزونات‎ 

اخرى في ٩,‏ . لیکن ع حلزونا في ۸ بحيث 0 < ,× 0۰ < × . ننطلق 
من (2) ونعين الوسيطين © و ( بدلالة ,× و ويد » من السهل ان نرى 
بأن : 


الدستورين : 


201 
d= 
7 


بعد ذلك ننشيء الحلزونة (1). انحناء هذا الحلزون هو ,× والتواؤه 
هو يږ . نستخدم النظرية 14.16 فنرى انه بالامکان جعل المنحنى بر 
مطابقا للحلزون (1) وهذا بازاحة في الفضاء :۸ » وهوالمطلوب. 
25.6 . لنبحث عن الحلزونات في فضاء بعده « . حلزون ,م هو 
منحنى اغناءاته ب د = () بم» .... ,ب = )»د ثابتة وغير 
منعدمة. تحقق الاشعة () م .... ,() .» جملة معادلات فريني 5(72.16): 





b 


كربت 
CE.‏ 


,)8( %12 = (۶) 61 
xey )5( X23 (8),‏ — (5) و6 
ا COME OM‏ له 
Xn -1€n (5),‏ ې )8( دو 6د- ريز ع = en-1 (S8)‏ 
—%n-1€n-1 (58)‏ ع (5) eR‏ 
مع العلم ان مصفوفة المعاملات مصفوفة ثابتة: 
وه 0 
xa‏ 0 1 سل 
م يی K=‏ 


--26 ٤ 2 0 267-1 
وم»-‎ 0 
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لنحسب مرتبة المصفوفة × . بتشطيب الالطر والعمود اللذين يحويان العنصر 
:* نخفض المرتبة بوحدةء ثم نخفضها بوحدة ثانية بتشطيب السطر 
والعمود اللذين يحويان العنصر ,× ؛ نحصل عندئذ على المصفوفة: 
xs‏ 0 
ویو 
په 0 na‏ 
0 مل - 
وهى مصفوفة ما بنية المصفوفة الاولى لکن مرتبتها اصغر من وحدتين 
بمواصلة هذه العملية نجد انفسنا امام احټالین: إن كان 2م زوجياً 
فإن المرتبة تساويم.وإن كان 1 +20 = ” فرديا نحصل في الاخير على 
المصفوفة الوحيدة البعد التي عنصرها منعدم وبالتالي فإن مرتبة المصفوفة 
الاولى تساوي 4 م - م2 . 
من الواضح ان المصفوفة الاولى لامتناظرة: فهي تغير اشارتها إثر كل 
أبدال (أو نقل). نستخدم نظرية معروفة حول بنية مؤثر لا متناظر 
[14 .64.9 ]. اذا كان 2 عم زوجياء يوجد في الفضاء ,۸ اساس 
قانوني متعامد ومتجانس: سل ست ...بل ب بحيث: 


Kz, = ولا‎ Kz = tya, ب...‎ Kz = ولاو‎ 
Ky = —tzy, Kya = به .. وتو‎ Kym = د‎ 


يوجد من اجل 4+ و2 - م شعاع اساسه به يتحقق من اجله : 
0= بجا 
بما ان مرتية المصفوفة × تساوي يرو . فان الاعداد سک ...> هي 
الراهنة غير منعدمة. ١‏ 
نعتبر الى جانب الجملة الشعاعية (3) الجملة السلمية: 
u (s)=xqua )(, ٢‏ غْ 
,)5( ونلوز | )8( ونو حت (8) ونا (4) 


up )8( حك‎ 76-11:1) 
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تقبل هذه الجملة « حلا شعاعياً مستقلا خطياء وهذه الاشعة موازية 
على التوالي» من اجل 0 ء » للاشعة القانونية للمصفوفة ‏ . 

ننشىء مصفوفة المؤثر الحال اء . بفضل 41.13 ج (و 41.13 - 
1 لدينا ضمن الاساس (,5) ہل حم ٠٠‏ ولا روګ موزلا ووه 


003 22) - 81 251 . 
sin 224 008111٠ 


.. COST - 8185 
.. Sin Tm COS Tm 


اذا وضعنا: 
Yin),‏ د ووررواک زلت Tin),‏ وس ورتا زد 


(o Vin (S)),‏ و( =9( (sS), .. ٠و Zjn (8)), Yj‏ وزz)‏ = (و) زند 
مه j=1,‏ (5) 


((ه) ann‏ ند م(ک) Ann), 2n (8)=(2n1‏ نه ولوش )و2 


عندئذ تعطى الدساتير 51.13 ج (و13 .58 - أ): 
)7 ,... رژ وګن بلکل) Yj,‏ وره HSIN‏ ره ورک 608 )8( بوره 
COS TjS‘Yjh,‏ ل Tjs‘ZJR‏ 1ه )١(‏ رپ 
2nk (S$)=2nk (n=—2m +4)‏ 
لتكن الآن )8( "€ ,۰۰۰ (s),‏ €1 حلا للجملة (3) يكن ان نرمز ها ب: 


ej (8) = (ej1 (8), ٠٠٠ jn (s)) 


من اجل م مثبت. تحقق التوابع م رره ‏ « ...,1=ن الجملة (4) . 
. لنشترط على الحل (() مرخ ان يحقق الشروط الابتدائية: 

e11 (O) = Z14, ..., en1 )0( ع‎ Zin, 

€12 (O) 1۰ “۰, n2 )0( = Vins 

ووو (0) 8 ,۰‘ rat,‏ ع (0) 68 


614 )0( = Ja1, ..., eng )0( = Yan, 


2n, .... enn (0)=2nn (r=2m +14)‏ عد (0) €n‏ 
إن الاشعة )به ,...,0) متعامدة ومتجانسة (وهو امر ضروري 
لايحاد منحنى انطلاقا من معرفة انحناءاته, 24.16 ج). لدينا بصفة 
خاضة: : 
> (((ء) ووڅ) وس ,)8( Yat‏ ,)8( يوت ,)8( J14‏ ,)8( ويس) ع ((۵) موه ,<< ,)8( وړه) (ه) €1 
COS TASA, «°, (zn1))‏ د٠‏ و؟ 7827 ,)و١5‏ "8 لو2 05) = 
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لم نعتبر الكمية الا من اجل 4 + م2 - , 
نحصل بالمكاملة بالنسبة ل ؛ء (ثوابت المكاملة التى تمثل الانسحابات 
على طول كل حور نختارها منعدمة) على : 


sin COS T18 COS 5 sin كد‎ 
اه‎ | e ا‎ 


1 
+ پس سو ع (8) r‏ 
1 





( فوو) د وول 

يمكن كتابة لك ل بساطة : 
,)84 ع 58) A4 Sin T4‏ ,(ړه r (s) = (A4 COS Tı (S—‏ 
((قم©) ,... ,)82 Ta (S— s2), Ag SiN T2 (s§—‏ 608 ږ4 )6( 
من اجل م زوجي» سم » فان كل المنحنى م يوجد بطبيعة الحال 
على سطح الكرة: ٠‏ 
zim= 4f 41+ ... +4,‏ په له .. لل ويه ل ود ل رووا 

يكون المنحنى مغلقا وان كانت کل الاعداد > ...ې قابلة 
للقياس (اي إن كانت مضاعفات ناطقة لاحدها) ويكون غير مغلق 
(وليس له نقطة مزدوجة اي مضاعفة مرتين) إذا كان هناك على الاقل 
عددين مه و يه غير قابلين للقياس. من اجل 1+ سه - م فإن 
المنحنى (6) ليس حدوداً؛ فهو يذهب الى لانپایة بالاحداثيات سه 
yT‏ 
6 .35 . الحلزونات في الفضاءات ذات الابعاد غير المنتهية. نشير 
باديء ذي بدء الى الامر التالي. ليكن د منحنيا في ,مر نفرض» من 
اجل كل نقطة معطاة ۸ (المصدر ) ونقطة اخرى م على هذا المنحنى» انه 
توجد ازاحة للفضاء ( قد تت تتبع بتناظر ) تحول المنحنى 2 الى نفسه وهذا 
بالاحتفاظ باحاه تغير الوسيط د النقطة 4 الى النقطة م . عندئذن ها 
ان كل ازاحة للفضاء تحتفظ بالمسافة فان كل انحناءات المنحنى .م عند 
النقطتين 4 و م متساوية على التوالي هذا إن كان المنحنى مرنا بكفاية). 
ما ان النقطة م كيفية فإن كل الانحناءات للمنحنى 5 ثابتة؛ وبالتالي 
فالامر يتعلق بحلزون. وبالعكس. من اجل كل نقطتين 4 و م لحلزون 1 
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معطى في ,© » يوجد بفضل 14.16 ازاحة للفضاء ,2 ( قد تتبع بتناظر ) 
تحول الحلزون ر الى نفسه وذلك بالاحتفاظ باتجاه تغير الوسيط وبتحويل 
النقطة ر الى م . 

وهكذا يقودنا الامر الى تعريف جديد للحلزون؛ إنه منحنى بر يمكن 
تحويله الى نفسه بازاحة للفضاء (قد ترفق بتناظر) تحتفظ باتجاه تغھ 
الوسيط ويول نقطة 4 معطاة على م الى نقطة اخرى م معطاة على ثم . 
نلاحظ ان هذا التعريف لا يتطلب من 2 اية قابلية اشتقاق نقول عن 
منحنى يتمتع بالخاصية المذكورة انه متطابق ذاتيا .يمكن البرهان فيم 
على ان صنف الحلزونات مطابق لصنف المنحنيات التطابقة ذاتيا (انظر 
التمرين 2 ) . ١‏ 

يتضح في فضاء ذي بعد غير منتهء انه توجد منحنيات متطابقة ذاتيا 
ومستمرة» لكنها بدون ماس. نقتصر هنا على مثال لمنحنى متطابق ذاتيا في ` 
الفضاء ا هيلبرتي , لكنه من نوع خاص . 

مثال («لولب فينارءع7162 »). نعتبر الفضاء رم ,0) ب المشكل من 
التوابع )د الحقيقية المستمرة بتقطيع على نصف الستقم مه > + > 0 
التي تنعدم خارج مجال نیبم (يتعلق بالتابع رم ). نزود هذا 
الفضاء بجداء سلمي وبنظم حسب الدساتير: ‏ ف 
(z (T), v= | =) 1 )١( dt,‏ 

1= | 


xz (T) dT ; 


نلاحظ ان الحد الاعلى لمجال المكاملة ف التكاملين السابقين هو ده 
عنصرا من الفضاء (-ه ,0) :515 وفق القاعدة: 


غ وي 20-63-1020 (1) 
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Hs (O, coo)‏ منحنيا بم يسمى لولب فينار. إن هذا المدحنى مستمر 
( بانتظام ) لأن: 


کا 7 ا-|٨)‏ 6-2 2 ا 


لنثبت ان المنحنى , متطابق ذاتيا. ليكن عنصراً © بحيث 
ے س >0. نعتبر التحويل ن من الفضاء (ته ,5100 في نفسه المعرف 
بالدستور : و٧‏ س ج) د ې Uz (T) = 2 (to, T)‏ > (5) نت 


( من اجل ,ام نضع (0 = نه - ») #). 
إن هذا التحويل ايزومتري لأن: 
س)| (T— to)‏ رواب (وة سه ) نه || || ®( ياتا رع) 02 | 


=| )« (T— to) — لن‎ (T— to)]2 dt = 1 و -() ع)‎ (DFP څ|و) -() م امه‎ 


ف 


يطابق نقطة الصدر (0) 2 للمنحنى مع صفر الفضاء (مه ,0) #۴ . يحول 
التحويل 2 هذه النقطة الى النقطة )2 . إن كل نقطة )#2 من 
المنحنى ر تحوّل بواسطة ٧‏ الى النقطة 0+ + 4) 2 المنتمية لنفس المنحنى . 
إذن فإن المنحنى ر متطابق ذاتيا. 

لنشت الآن التابع )2 ليس له مشتق في الفضاء (ه ,55:00 ذلك 
ان الشعاء : 

2+2 _ s(t, + 2,)ع-(8‎ 4 

يوافق التابع ل > المساوي ل 0 من اجل ۸ېه 4] ¢ + ول ٨‏ من 
اجل rE [t,t +A]‏ . نظيم هذا الشعاع هو ٨۸٨‏ جثتان النسة )2( 
لس ها نهاية لما 0 ۸ . 

يتمتع المنحنى ر بخاصية هامة اخرى: إن كل وترين موافقين لمجالين 
غير متقاطعين من جال تغير الوسيط. هما وتران متعامدان فيا بينها . ذلك 
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)2 ١ ٢(-2 )۵, 2 2-(ا ام‎ (s))= 


0س چیه ((ل (s,‏ مس( l(t Fh, t©—s )۵ 5([ [2 (+-k,‏ ۱- 
وهذا إن كان المجالين (۸+: ,) و غد )اه ,) غير متقاطعين. 
يمكن ان ننشيء منحنيات مرنه ماثلة للولب فينار إذا عوضنا التابع 
اء في (1) بمسحوب (عدد : على طول محور العناصر + ) لتابع 
قابل للإشتقاق مثبت () ۰ . 
بخصوص مثل هذه التوابع المرنةء يمكننا حساب الانحناءات حسب 
قواعدنا المعتادة سنجد بطبيعة الحال ان كل هذه الانحناءات ثابتة. 


تمارين . 

1 . أثبت ان الحلي اهندسي لمراكز الانحناءات لحلزون في ,م يمثل ايضا 
حلزونا له نفس المحور؛ وان المحل اهندسي لمراكز انحناءات الخزون 
الاخير هو الحلزون الاول. : 

2. أثبت ان كل منحن متطابق ذاتيا في .8 حلزون (وذلك بدون 
افترامض قابلية الاشتقاق المستمر). 

3. ننشىء صلة تقابلية بين نقاط منحنيين في ,8 بحيث تكون أشعة 
الاساسين الطبيعين عند نقطتين متقابلتين بواسطة هذه الصلة» متوازية على 
التوالي . لتکن × > ي (1-م.... 8 ,46 > /) انحناءات 
هذه ين المنحنيين » أثبت أن : 


للا شر نلېږ 


لاو ۴٠٢‏ نو RT‏ 
4 . سطح الكرة الملاصق ږو (في الفضاء ذي البعد « ) لمنحن ايسري ر 
هو سطح الكرة في الفضاء ذي البعد 1 + ” المعرف بالاشعة البالغ عددها 
(4 + م) في الاساس الطبيعي بحيث يكون انحراف نقطة من المنحنى . عن 
سطح الكرة هذه ذا رتبة صغر مساوية ل ه«سمه . أثبت أن نصف 
القطر بر لسطح الكرة الملاصق (في الفضاذ ذي البعد « ) لا يتناقص 


عندما يتزاید ‏ . 


کک 





خم 


5. (رمنخنی بیانو)). ليكن: ... وواد وا ...اا ,0 جع 

النشر الثلاثي الشکل من الرمزين 0 و 2 لعدد 610,1 ٠‏ أثبت أن 

التابعين E SS‏ ,0 عه م 9 یئ bla...‏ ,0= ).رز 

وحيدتا القيمة على مجموعة كل العناصر , من الشكل المشار اليه وانهما 

يقبلان تمديداً مستمرا على المجال [1,0]. أثبت ان المنحنسى 
(0 ۷ 0 دوم پر بكل نقاط المرب 10> > 0 › 


1ع :> 0 . 
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نبذة تاريذية 

فما يخص الفضاء الثلاثي البعد فإن المعادلات الاساسية لنظرية المنحنيات 
أعطيت من طرف سيرى )56:6٤(‏ (1851) وفريني (1852). وقام 
جوردان بتعمم هذه المعادلات الى حالة فضاء ذي م بعدا (1874). 
وصف فورسيث (780283886) (1930) الحلزونات في رم . تلعب 
الحلزونات المتطابقة ذاتيا في الفضاء الميلبرتي دورا هاما في النظرية الحديثة 
لعام الاحټال حيث تسمى ١‏ الكيفيات العرضية (أو الست وكاستيكية) 
للتزايدات المستقرة» (وهي نصف بعض الظواهر الحقيقية مثل الحركة 
البروينية والحركة المتوترة للسوائل, الخ راجع في هذا السياق 171 ] و 
[]). درس العديد من كبار علاء عصرنا مثل فينارء فون نومان 
Von Neumann)‏ ).» كولموغوروف 10100800٣‏ م. كرين 
41 خاصات ممختلفة هذه المنحنيات. حدد كولموغوروف الشكل 
القانوني لمنحن متطابق ذاتيا في الفضاء المليلبرتي» اما كرين فقد اكتشف ان 
كل « قوس حلزوني» أي جزء منته من منحن متطابق ذاتیا» یکمن تمديده 
بعدة طرق حتى يصبح يشكل منحنياً متطابقا ذاتيا وكاملاء کا صنف كل 
التمديدات الممكنة. تعود أعمال المؤلفين السابق ذكرهم» حول المنحنيات 
المتطابقة ذاتيا في الفضاء الميلبرتي الى السنوات 1939 1943 . 
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حلول واشارات الها 

الفصل 12 . 
1.الجواب. نعم في الحالتين أ). و ب)» لا في الحالة ج). 
2. اشارة. إن لمجموعة كل المتتاليات المتزايدة المؤلفة من الاعداد 
الالطبيعية قوة المستمر (الفصل 2 . تمرين 8). اختر بخصوص كل متتالية 
من هذا النوع ( دس ( تابعا z () € 86 )0, oo)‏ يساوي 
الوحدة عند النقاط للم Ray,‏ ووا ويتعدم عند القنانقاط الطبيعية 
الاخری . 
3. شارة. لو وحد تابعا لكانت قيمته 1 في 12< > 0 و 1- في 
1 ع> عم > 1/2 . 
4. اشارة. يجب اثبات ان « ,«) يحقق مسلات الجداء السلمى 14.12 . 
بخصوص المسلمة 14.12 د طبق التوطئة الخاصة بمتوازي الوجوه على 
متوازيات الوجوه المنشأة على الأشعة ماهم ها رلو وده FY‏ ولس )ع 
سک اج ايه TCG‏ بخصوص المسلمة 12 .14 ج اعتبر في البداية عددا » 
من الاعداد الصحيحة 1 من الاعداد الكسرية] واخيرا من الاعداد 
الكيفية وانتقل الى النهاية . 
5. اشارة. لدينا حسب نظرية كوشي محم هام | . تبقى هذه 
المساواة قائمة عند الانتقال الى النهاية . علد 
6. اشارة. ضع }0 = (ع) 0:7 ع همأ 1 د اه ٩‏ افیت ان كل تابع 

(8:)0 ع )م منعدم بجوار المجموعة م ينتمي الى الثالي ر . ثم ان 
كل تابتع (0): ع )۶ منعدم عله م هو ناي توابع من الشكل 

(#) م ۰ 


7. اشارة. ليكن 0<ة عددا يوافق العدد ٠‏ <ء حسب شرط تساوي 
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استمرار الجماعة # ؛ عندئذ تشكل قم التوابع 8 ))« عند نقاط ق - 

شبكة منتهية من المتراص م 2 - شبكة شبه متراصة للمجموعة # . 

8. اشارة. يمكن دون الساس بعمومية المسألة. افتراض ان 
ده مه | وهذا مها كان * سل 2.... . عرف متتالية عددية 
٨٤‏ ۷ ... ومتتالية عددية ٤٢‏ يم ... بحيث يكون: 
د قو د اا ات 08 
ضع بس من اجل ,>> یو ومن اجل 
بولق > ٧چ‏ واا ١ pa1, 2... ٠‏ 

و اشارة. يكفي اعتبار المتتاليات (.ة)=ء التي من اجلها يكون 

ْ ١ sup مغ‎ = lim مغ‎ — lim ع يرق‎ —inf Ën 

0 . اشارة. استخدم نظرية الوحدانية ومبدأ الذروة (القيمة العظمى) 
الخاص بالتوابع التحليلية. 

1 . اشارة. لا يكن ان يكون لؤثر الضرب في د -. مؤثر عكسي غير 
مؤثر الضرب في رز م/1 . 

2 . اشارة. يكن استنتاج من 78.12 أن طيف المؤثر .م مؤلف فقط من 
القيم الذاتية المعممة. ثم يجب علينا استنتاج من: 0 + ,ره (8 ( م - (ش) م) 
العلاقة 0 + په (18 - 4) » 1-14 يه|: واستخدام تراص ره) «. والشرط 
0عو () م٠‏ 

13 . اشارة. استخدم التمرين 12 . 

4 . اشارة. يكفي اعتبار الحالة: 


5 U 
أ ح وق 5| 9( :د | أ‎ | ۷ )( ٤ 41 
6 6 


كامل متراجحة يونع  16.9(‏ ط): 
| وځ )اځ > اماه وها 
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5 . اشارة. كامل المتراجحة: 
1-ضر | (2) م 1 و ٩‏ کي د - ار )|12 > 

وطبق متراجحة هولدر الواردة في الطرف الثاني ( تمرين 14 ). 
6 . اشارة. استخدم طريقة التمرين 14 . بتعويض المكاملة بالجمع . 
7 . اشارة. مماثل للتمرين 15. 
8 . اشارة. اذا كانت المتتالية ١ا(..ما..‏ .مځ 
متتالية كوشية فإن المتتالية العددية ‏ بي عند تثبيت ۸ كوشية أيضا؛ 
ليكن په نا = بغ . من اجل کل <ه » يوجد # بحيث» من اجل 
كل م و < «. تتحقق المتراجحة »> E‏ . عوض هنا 
ده ب م وانتقل ال النهاية من اجلی سم ثم من اجل.ه + م. 
9 . اشارة. بتطبيق نظرية آرزيلا (42.12 - د) أوجد متتالية جزئية 
متقاربة بانتظام» بتطبيق نظرية آرزيلا مرة أخرى على متتالية اكثر مرونة 
تكون فيها المشتقات متقاربة بانتظام , الخ.» اعتبر فيا بعد المتتالية الجزئية 
الفطرية . 
0 . اشارة. إن المجموعة (1 كم ||*||:.8 6 2) غير حدبة. 
1 . اشارة. بخصوص المجموعة 2-200 المشكلة من تابع واحد 

0 » يمكن وضع (م(4 + )> () »> 0:۸ = به .طق في 
الحالة العامة مقياس هوسدورف 39.3 ج . 


الفصل 13 . 

1. اشارة. تأكد من شرط ليبشيتز . 

2. الجواب. (أ) قطع مکافیء» (ب) قطع مكافىء نصف تكعبي. 

3 . اشارة. استخدم عبارة الورونسكي (47.13). 

4. تتحلل الجملة» ضمن اساس جورداني الى عدد من الجمل المستقلة 
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يساوي عدد الجذور المميزة. كل جلة تكافىء معادلة من الشكل: 
م = و ”(<دك) .اما الجملة بأكملها فهي تكافىء المعادلة: 
موه" I (F-3)‏ 
8 
5. اشارة. بحقق الؤثرات ؛© و 07 نفس المعادلة ونفس الشرط 
الابتدائي . 
6. اشارة. عرّف المؤثر )م على الفضاء الجزئي ,× المولد عن الاشعة: 
۵ مه ... )ۍم بالشروط ۵) په ق) ۸ = )ا (حيث 
لا راګ )لم وضع على المكمل العمودي ل :× )4 منعدما. 
تأكد من استمرار )م بالنسبة ل :. 
7.الجواب. ممكن كمثال. من اجل 2 = « » يمكن اختيار التابعين : 
)1—( ولاع () y2‏ 


8. الجواب . مثلا : 


_ غم‎ t pour t >0 
1 )0(= ٩ م‎ pour t <O’ 


ym )۸ )نع‎ ... y(t) 


PO 1۳ )۵ ۵)وا...‎ |_| 0 


٧٣‏ ي و و و ي ي و دی .م 


yn 0‏ ... )¢( تحور () ګل 

9. اشارة. تأي النتيجة» من اجل ن س » من نظرية الوجود. ثم نتبع 
طريقة التدريج. . 

10 7 اشارة. التعويض 2( دا اه - 2( 1 


: 
1 . اشارة. التعويض : مه () ا | ۸ ع 0) « 
2 . اشارة. يحقق المتراجحة التالية 1 
e‏ > امه رجاه (re‏ سهاه- وان 
0 
استعمل حل التمرين 11. 
3 . اشارة. من اجل وبآ > 1 > n‏ » لدينا : 
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yq (0= (E ٢)١-٧ A ((ئ)‎ 1 (E +A (ty) مل ((زغ۵‎ 


j=hk-—1 


0 
vq (0= (A(t) || (E+A(t) 4t0} سل‎ 
1-#حدر‎ 


=A (ta) [E + غ)‎ - tp) A (tR)]T yy )١ = 
= A (tx) [E + Ba )2[ یل‎ )۵ A )۵ yp, (¢) Cn )۵ ې۷‎ )۵ 


حيث تؤول المؤثرات ).مد و )بيه الى الصفر من اجل تقسيم 


لامنته للتجزئة 1 


14 


. اشارة. استعمل حلى التمرينين 13 و 12. 


5 . اشارة. طبق طريقة التمرين 13. 
6 . اشارة. استخدم حلول التمرينين 15 و 12. 


الفصل 14 


1 


. 2 


دي 


إلى 


. اشارة. عوض في السلاسل المحصل عليها المتغير ببعض القم العددية. 
اشارة. الاشارة السابقة 


: الجواب. (أ) (2 )z sin‏ دمه * 8م = (م) 8 


s (z) == 6065م‎ * sin ج)‎ sin (ب) ات‎ 


. اشارة. تقبل هذه المجموعة شبه المتراصة نقطة نهاية وحيدة. 
. اشارة. طبق نظرية المتوسط الثانية (تمرين 3 من الفصل 9). 
. اشارة. عين بدقة مناسبة حل التمرين 5 . 


.شارة. لدينا من اجل n‏ زوجى 
7 5 


7/2 / 
حرط‎ 1 f () sin nt dt f ( sin nt dt 4 ا‎ f () sin nt dt 


3 n/n 
n/n : ويكفي ان نبرهن على أن‎ 


Pn +2‏ ۱ ج) علس هسمه | = 


مه > دما ۶ مسد (ك) رع دع sin nt‏ ه) / وه 
1 


200/01 
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نعوض في الحالة الاولى :م ب > وفي الثانية نكامل بالتجزئة مع تطبيق 
نظرية المتوسط والتمرين 16 من الفصل 7 . 
8. اشارة. ضف = (2) ,ل (8 الى الشروط  )1‏ 4) من التمرين 7. 
استعمل التمرين 6. : 1 
9. اشارة. اكتب سلسلة فوربي للتابع 6م الوارد في التمرين 8 على 
شكل عقدي. 
0 . اشارة. Qa) = (Qn: 2Q»)‏ ,ږډاع) » ثم إن ,20 كثير حدود 
درجته أصغر من « » وهذا من اجلء _ ير #» وبالتالي لدینا : 
(ګ) مسي - (ک) ټم + (ک) وموټام ‏ )( ,0ت )1( 
حيث اجر م ۷ ¢ n4‏ ثوابت . قارن معاملات ant‏ وای 
واحسب Q4)‏ #۰) 
1 . اشارة. اضرب (1) في ).0 . بتعويض م ب « و « بع 
اطرح المتطابقة المحصل عليها من المتطابقة السابقة. اجع بالنسبة ل * . 
2 . اشارة. تنتج الخاصية الاولى من التعامد على (1). اما الثانية فتأقي من 
التعامد على كثير الحدود رهاض [] وذلك فافراض أن 
په £ 
Tm‏ وه هه ووك كلها جذور لكثير الحدود 2( Qn‏ وانایر م - 
الفصل 15 . 
1 . اشارة. طبق طريقة التمرينين 5 و 6 من الفصل 14 . 
2 . اشارة. استخدم فكرة حل التمرين 8 من الفصل 14 . 
3 . اشارة. استخدم فكرة حل التمرين 9 من الفصل 14 . 
4 . اشارة. تأكد من ذلك باعتبار توابع الصنف ى (92.15 - أ) ثم من 
اجل التابع رم پ/ المساوي ل رمم من اجل بر > (ج| وللصفر من 
اجل ر ى | وذلك بأن نقربه بواسطة توابع الصنف ي » اجر الانتقال 
الى النهاية مه + ×. 
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5 اشارة. اعتبر التكامل 0 ح عه ١‏ (م) “و + ( +| | کنثلاثئي 

حدود من الدرجة الثانية بالنسبة للوسيط * . 5 

6. الجواب. ‏ 0 م) ٢‏ = رمات م (ع) pF‏ = (م) وم 6 
(ه) ۴=( » )۴= » مه( ٢‏ )تسم » حيث اخذنا 


٠‏ التكامل على طول أي سبيل يبتعد الى لانبايّه في نصف المستوى: 





0خم 1 . 
1 () 1 ۵ 
7 الجواب. لنس()به ‏ ریو . ته ٢‏ 


كسيد ريه © چو -سبه > اک (من اجل 
وح ). 

8 اشارة. ضع بے ى . 

الفصل 16 

1. بخصوص. الحلزون r= )۵ cos t, a sin f, bt}‏ فإن حلزون 
مراكز الانحناء له ٠١‏ کنصف قطر مسقطه على المستوى الافقي. 

2 . اشارة. إن التحويلات المتعامدة للتطابق الذاقي تتبادل فیا بينها وعليه 
تقبل اساسا قانونیا مشتركها. ` 

3. اشارة. إن كل النسب المشار اليها تساوي دين اول 

4 . اشارة. یګ > ویک 


5 . اشارة. استخدم النشر العشري لإحداثيتي نقطة معطاة في المربع . 
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الدليل العلمي 
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Algèbre 
Commutative 
de Gelfand 
normée 
quotient 
Alternative de Fredholm 
Application 
Contractante 
Arzeld 
Ascoli 


Banach 
Base 
Jordanienne 
- réelle 
Naturelle 
Orthonormée 
Bernoulli 
ٍ_ Bourbaki 


Bromwich 


Carleman 
. Carson 
Case jordanienne 
Cauchy 
Centre de Courbure 
Cercle osculateur 
م0‎ 
Classe 
d’équivalence ش‎ 
5 





Wy 7 
كير‎ 0 
Classes quasi analytiques اصناف شه تحليلية‎ 
Coefficients de Fourier معاملات فوریی‎ 
Cowplété تتمة‎ 
d’un espace hilbertien فضاء هیلبرتي‎ 
- 6 نظيمى‎ - 
Condition de Dini شرط دینی‎ 
unilatérale وحيد الجانب‎ 
Condition de Lipschitz شرط ليبشيتز‎ 
d’ordre a © من الرتبة‎ 
Convolution de fonctions تزويج تو ابع‎ 

Corde وتر‎ . 
Symêéêtrique متناظرة‎ 
Courbe منحن‎ 
autocongruente متاطبق ذاتيا‎ 
de Peano بيانو‎ 

في dans R, R,‏ 
انحناء Courbure‏ 
انحناءات من رتب عالية Courbures d’ordre supérieur‏ 
مقياس (أو قاعدة) Critére‏ 

آبل - دي ركليت d’Abel-Dirichlet‏ 
كوشى de Cauchy‏ . 

فيرشتراس de Weierstrass‏ 
دالمبار ( أو دالمبير) d’Alembert‏ 
نصف مستقم فاليرون 807 7 عل 16101-00166 
د نجوي Denjoy‏ 
عدم الاستقلال ا خطي 76 Dépendance:‏ 
معين ورونسكى Déterminant de Wronski‏ 
نشر شعاع 76 0018 Dêveloppement‏ 

801۷3101 une base وفق اساس‎ 
Dini ديق‎ 
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ديراك 

دير كليت 

مسافة 

ا بع وو 
دوتش - 

دي بوا ريمون 


مساواة بارسفال 


ور 
معادلة ( معادلات ) 
میزة 
عن تساك 
فضاء (ات) 
باناخ ‏ ( أو باناخي) 
عقدي 


نوي , ١‏ 
هيلبرت ( أو هیلبرتي) 


عفدي 
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Dirac 

Dirichlet 

Distance 

Diviseur généralisé de zéro 
Doetsch 

Du Bois-Reymond 


Egalité de Parseval 
Elément 
inverse 
opposé 
Engels 
Ensemble 
absolument convexe 
Convexe 
équilibré 
partout dense 
Enveloppe convexe 
6 
Epimorphisme 
06 6 
Equation( s8 ) 
Caractéristique 
differentielle 
- Linéaire homogène 
. - - non homogène 
Naturelles 
Espace( s ) 
de Banach 
Complexe 
dual 
de Hilbert 
- complexe 
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26 

- Compact 

- précompact 

- Séparable 
Normé 
des opérateurs Linéaires 
Préhilbertien 
quotient 
réel 
Vectoriel 

- affine 

- Complexe 

- de dimension infinie 

-- 8 

- normê 

-- complexe 

-- réel 

- réel 

C* (M) 

D,„,(a,b) 

"هز 

K(E) 

K(E) 

ما 

(۵,8)"ا 

L;(a,b) 

P(M) 

R(E) 

R(e) 

RM) 
RM) 


Euler 


جاعة فاصلة لنقاط 


Famille 5603136166 des points 


Fonction تابع‎ . 
duale نوي‎ 
entière de type exponen tiel fini صحيح من النمط الامي المنتهي‎ 
86036311166 des points فاصل لنقاط‎ 
8 valeurs dans un espace normê ذو تم في فضاء نظيمي‎ 

تابعية خطية 6 17016610016116 

10101016 99 دستور القلب‎ 
de Fourier لفوریی‎ 
de Laplace للابلاس‎ 
de Mellin لميلين.‎ 

Formule de 7 دستور تايلور‎ 

Formule de 65٨ دستور فرینی‎ 

Forsythe فورسايث‎ 

Fourier فوریی‎ 

فريدو م Fredholm‏ 

فرینی 166 

غالفوند 06 

Grassmann غراسمان‎ 

Hahn هان‎ 

Heaviside هيفسايد‎ 

Hêélice حلزون‎ 
dans un espace de dimension 105016 في فضاء ذي بعد غير منته‎ 
dans R, R, في‎ 
dans R, R, في‎ 

Hilbert .هيلبرت‎ 

Hobson هوبسن.‎ 

Idéal مثالى‎ 

1060816 de Christoffel-Darboux متطابقة كريستوفال  داربو‎ 

Inégalité متراجحة‎ 
de Bessel بيسل‎ 
de 65 هولد‎ 
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یون 
تکامل 
فوربي 
-» دستور القلب 
الضربي 
بواسون 
تشاکل 
الجبر 


جوردان 
كلديش 
كولموغوروف 
كرين 


لاغرانج 

لابلاس 

لوجاندر 

ليبنتز 

توطئة حول متوازي الاضلاع 

النهاية المعممة 

لسيزارو 

لتوبليتز 
لفرورونوي 

طول 

مصفوفة جوردانية 


مم هوم هو 


حفيفية 
مصفوفة ورون نسکي 


5 . 


تمائل متباين 
مائل 


de Young 
Intégrale 

de Fourier 

-, Formule d’inversion 

multiplicative 

de Poisson 
Isomorphisme 

06 6 


ل 


Keldych 
Kolmogorov 
Krein 


Lagrange 
Laplace 
Legendre 
Leibniz 
Lemme sur le parallélogramme 
Limite généralisée 
عل‎ 06 
de Toeplitz 
de Voronoi 
Lipschitz 
Livchitz 
Longueur 
Matrice Jordanienne 
réelle 
Matrice de Wronski 
Membrane 
Monomorphisme 
Morphisme 
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ضرب المؤثرات 


نومان فون 


لفوربي - لوجاندر 
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06 06 
Multiplication 065 8 
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Newton 
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d’un opérateur linéaire 

d’un vecteur 
Normes équivalentes 
:Noyau 

de Dirichlet 

de Fejér 

- pour L’intégrale de Fourier 

de Fourier-Legendre 

de Poisson 
Opérateur 

Compact 

de Fredholm 

inverse 

Linéaire 

- borné 

- Compact 

- Continu 

résolvant 

- d’une équation linéaire 

de Volterra 

Orthogonalisation 

Orthogonalité 
Ostrovski 
Peano 
Perpendiculaire 
Picard 
10106) s ) 
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ثابتة (أو صامدة) 
عادية 
شاذة 
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كثيرات حدود 
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جاکوبي 
لاغير 
لوجاندر 
حل تقريا اا 
مىدا النقطة الثابتة (او الصامدة) 
: مسألة 
المحيطات المتساوية 
واتسن 
جداء 
ديكارتي 
تزويج 
مؤثر في عدد 


رودريغاس 
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فوريي 
فوربي - لوجاندر. 
اشعة 


Fixe 

Ordinaire 

Singulier 

de Valiron 
Polynömes 

d’ Hermite 

de Jacobi 

de Laguerre 

de Legendre 

de Tchébychev 
Presque-solution 
Principe du point fixe 
Problème 

des isopérimètres 

de Watson 
Produit 

Cartésien 

de Convolution 

d’un opérateur par un nombre 
Projection d’un vecteur sur un 

sous-espace 

Rayon de courbure 
Rayon vecteur 
Réseau Linéaire 
Riesz F 
Rodrigues 
Schmidt 
Schwarts 
Série 

de Fourier 

de Fourier-Legendre 

de Vecteurs 
Serret 
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invariant 
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propre 
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d’un opérateur linéaire 
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Stone 
Suite 5( 
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en forme de delta 
Suite d’opérateurs 
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Fortement convergente 
5156611 6 
Tait ش‎ 
Tangente 
Théorème 
d’Arzeld 
de Banach 
de Banach-Steinhaus 


برودنو 

کارلان - اوستروفسكي 
كاعر لسون 

غالفوند - مازير 


تومسن 
توبليتز 
التواء (لي) 
مُحولة 
فوربي 
لابلاس 
وحدة جبر 
قيمة ذاتية 
معممة 
فان دار بول 
عم داي 
اشعة 
فولتيرا 
فورونوي 
. واتسن 
فيرشتراس 
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ورونسكي 
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